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Лабораторная работа № 8 

Расчет цепей модифицированным  

узловым методом с проверкой 

Цель работы: изучить практическое применение метода для 

расчета конкретных электрических схем. 

8.1. Краткие теоретические сведения 

Модифицированный метод узловых потенциалов позволил ис-
ключить все напряжения на элементах и токи в тех ветвях, которые 
можно описать с помощью проводимости. Но при этом не исключа-
ются лишние переменные, которые заранее известны (например, 

входной ток, равный нулю, для источника тока, управляемого напря-

жением (ИТУН) и т. д.).  

Модифицированный узловой метод с проверкой позволяет ис-
ключить лишние переменные и при этом не требует определения мат-
рицы инциденций. Исключение лишних переменных становится воз-
можным, если ввести отдельные графы для напряжений и токов. 

Определим сначала все элементы, которые можно описать с по-

мощью проводимости. Составим матрицу узловых проводимостей 

Yn1 для элементов 1-й группы. Размер ее – n х n, где n – число неза-
земленных узлов (табл. 8.1). 

Таблица 8.1 

Представление элементов 1-й группы в модифицированном  

методе с проверкой 

Элемент Изображение Компонентные 
уравнения 

Матрица 
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Независимый источник тока вносится только в вектор независимых 

источников (табл. 8.2).  
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Таблица 8.2 

Элемент Изображение Компонентные 
уравнения 

Матрица 

Источник 

тока 
J

I

k

j

 

Ij = J 

Ik = –J 

Вектор источников 

 I 

j J 

k –J 

 

Будем увеличивать размер основной матрицы Yn1 при введении 

элементов 2-й группы: источника напряжения, управляемого напря-

жением, источника тока, управляемого током, источника напряжения, 

управляемого током, следующим образом: компонентное уравнение 
этого элемента добавляется к системе в виде следующей (n + 1) стро-

ки, а ток, втекающий через этот элемент, вводится в виде следующего 

столбца в основной матрице Yn1 (табл. 8.3). 

Таблица 8.3 

Представление элементов 2-й группы в модифицированном  

методе с проверкой 

Элемент Изображение Компонентные
уравнения 

Матрица Ynд 

ИНУН 

mU1

I2I1

U2

k̀

k
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j

U1
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+ mUj̀  = 0 

Ik = I1 
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Ij = –Ij` = I1 

Uk – Uk` – 

– rI1= 0 

Ik = –Ik` = I2 

 

 Uj UJ` Uk Uk` I1 I2 

j     1 0 
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n + 2 0 0 1 –1 –r 0  
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Окончание табл. 8.3 

Элемент Изображение Компонентные
уравнения 

Матрица Ynд 

Опера-
ционный 

усили-

тель 

I

k`

k

j`

j

 

Uj – Uj` = 0 

Ik = –Ik` = I 

 Uj Uj` Uk Uk` I 

j     0 

j`     0 

k  Yn1   1 

k`     –1 

n + 1 1 –1 0 0 0  

Транс-
фор-

матор 

j

k`

k
M

L1 L2

I1 I2

U1
U1

j`

 

Uj – Uj` – 

– pL1 I1 

 ±pM I2 = 0 

Uk – Uk` ± 

±pM I1 – 

– pL2 I2 = 0 

Ij = –Ij` = I1 

Ik = –Ik` = I2 

 

 Uj UJ` Uk Uk` I1 I2 

j     1 0 

j`     –1 0 

k   Yn1  0 1 

k`     0 –1 

n + 1 1 –1 0 0 –pL1 ±pM 

n + 2 0 0 1 –1 ±pM –pL2  

Источник 
напря-
жения 

E
I

j`

j

 

Uj – Uj` = 0 

Ij = I 

Ij` = –I 

 

Вектор источников 

 Uj Uj`    

j      

j`  Yn1    

n + 1 1 –1   E  

 

Запишем матрицы, необходимые для расчета схемы, изображен-

ной на рис. 8.1, модифицированным методом с проверкой.  
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Рис. 8.1. Цепь с двумя зависимыми источниками 
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Решение (узловые потенциалы с добавленными токами) будем 

искать в виде 
 Unд = Ynд–1 

· W, 

где Ynд – дополненная матрица узловых проводимостей для расчета  
Unд – вектор узловых потенциалов с добавленными токами эле-

ментов второй группы; 

W – вектор независимых источников. 
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8.2. Порядок выполнения работы 

1. Составить необходимые матрицы для расчета данной схемы 

на ЭВМ модифицированным методом с проверкой. 

2. Найти узловые потенциалы, напряжения и токи в ветвях. 

3. Сделать проверку по первому закону Кирхгофа. 

8.3. Содержание отчета 

Отчет должен содержать исходные данные, рисунок схемы,  по-

рядок расчетов, необходимые матрицы для расчета, а также результа-
ты  проверки по первому закону Кирхгофа. 

8.4. Контрольные вопросы 

1. Какие элементы относятся к элементам 1-й группы. 

2. Какие элементы относятся к элементам 2-й группы. 

3. Принцип дополнения матрицы проводимостей элементов 1-й 

группы. 

4. Отличие данного метода от модифицированного метода. 
 

 

IИНУТ 

Ynд 
Unд 

IИНУТ 
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Лабораторная работа № 9 

Узловой анализ активных цепей 

Цель работы: изучить практическое применение метода для 

расчета конкретных электрических схем с активными элементами. 

9.1. Краткие теоретические сведения 

Активные цепи в большинстве случаев реализуются с помощью 

управляемых напряжением источников напряжения или с помощью 

операционных усилителей. Обычно они возбуждаются источником 

напряжения. Выходным сигналом также является напряжение. Для 

таких схем можно значительно сократить размер матриц, если выпол-

нить несколько предварительных шагов. 

Будем предполагать, что один из выводов независимого (и зави-

симого) источника напряжения заземлен. В этом случае потенциал 

другого вывода известен. 

Выходное напряжение управляемого источника зависит от на-
пряжения на каком-либо узле, и, если этот потенциал известен, то из-
вестно выходное напряжение управляемого источника. 

Через идеальный источник ЭДС может протекать произвольный 

ток, следовательно, не нужно записывать уравнение Кирхгофа для то-

ков для этого узла. 
Все вышесказанное можно объединить в следующий набор пра-

вил составления уравнений для активных цепей: 

1. Указываются все известные напряжения в схеме. 
2. Все сопротивления обозначаются через проводимости. 

3. Записываются уравнения Кирхгофа для токов для тех узлов, 

которые  соединены  с зависимыми и независимыми источниками на-
пряжения. 

Проведем анализ активной цепи для схемы, представленной на 
рис. 9.1. 

Известные напряжения в данной схеме: 
 U1 = Е ;   U4 = m · U3. 

Уравнения Кирхгофа для токов будем записывать только для  

2-го и 3-го узлов: 
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Рис. 9.1. Пример активной цепи с ИНУН 

 2 узел: –U1 · G1 + U2 · (G1 + G2 + pC1) – U3 · G2 – U4 · pC1 = 0. 

 3 узел: –U2 · G2 + U3 · G2 = 0. 

C учетом известных напряжений эти уравнения перепишутся 

следующим образом: 

 2 узел: U2 · (G1 + G2 + pC1) – U3· (G2 + m · pC1) = E · G1. 

 3 узел: –U2 · G2 + U3 · G2 = 0. 

Или в матричной форме: 
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Операционный усилитель обычно моделируется с помощью 

ИНУН (рис. 9.2). 

Если к операционному усилителю подключить обратную связь, 

то, как видно из рис. 9.2, напряжение на его выходе не будет беско-

нечно большим только в том случае, если напряжения на его входах 

будут равны между собой. 

Uj` Uвых=A(Uj-Uj`)

Uj

`

 

Рис. 9.2. Модель операционного усилителя: 
А – коэффициент усиления; ОУ стремится к бесконечности 

Uвых = А(Uj – Uj′) 

Uj 

Uj′

G2G1 

С1

rI1
U1
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Из этого сформулируем еще одно правило, добавив его к трем, 

ранее описанным. 

4. Положим потенциалы на входах операционного усилителя 

одинаковыми (не забывая, что если один вход усилителя заземлен, то 

и напряжение на другом входе будет равным нулю). Уравнение Кирх-

гофа для токов для выходного узла записывать не нужно. 

Проведем анализ активной цепи для схемы, представленной на 
рис. 9.3. 

ОУ2
ОУ1

E

5

G3

G1

3

0

4

2

1

G2 G4

C1

 

Рис. 9.3. Активная цепь с двумя ОУ 

Известные напряжения в данной схеме:  
 U1 = Е ;   U2 = U1 = Е;   U5 = 0. 

Уравнения Кирхгофа для токов будем записывать только для  

2-го и 5-го узлов: 

2 узел:  U1 · (G1 + G2) · –U3 · G2 = 0. 

5 узел:  –U3 · G3 + U5 · (G3 + G4 + pC1) – U4 · (G4 + pC1) = 0. 

C учетом известных напряжений эти уравнения перепишутся 

следующим образом: 

 2 узел: U3 · G2 = E· (G1 + G2). 

 5 узел: –U3 · G3 – U4· (G4 + pC1) = 0. 

или в матричной форме: 
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Далее токи в ветвях рассчитываются обычным способом. 
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9.2. Порядок выполнения работы 

1. Произвести анализ активной цепи согласно правилам, изло-

женным выше. 
2. Рассчитать неизвестные узловые потенциалы. 

3. Найти токи в ветвях и сделать проверку по первому закону 

Кирхгофа. 

9.3. Содержание отчета 

Отчет должен содержать исходные данные, рисунок схемы,  по-

рядок расчетов, необходимые уравнения и матрицы для расчета, а 
также результаты  проверки по первому закону Кирхгофа. 

9.4. Контрольные вопросы 

1. Правила составления уравнений для активных цепей. 

2. Чему равны входные токи операционных усилителей? 

3. Как найти выходные токи операционных усилителей?  
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Лабораторная работа № 10 

Чувствительность системы линейных уравнений 

Цель работы: изучить применение метода для расчета чувстви-

тельности характеристик электрической схемы к изменению парамет-
ров элементов. 

10.1. Краткие теоретические сведения 

Чувствительность – это некоторая физическая величина, которая 

позволяет получить дополнительную информацию о поведении физи-

ческой системы. С ее помощью можно определить, как изменение ка-
кого-либо параметра схемы влияет на поведение всей схемы; можно 

также сравнивать качество различных цепей, имеющих одинаковый 

отклик при номинальных параметрах. 

Чувствительность DFh определяется как дифференциал (произ-
водная) функции F по некоторому параметру h: 

 
dh
dFDFh = . 

Причем функция F может быть произвольной функцией цепи 

(полюсом, нулем), а параметр h – значением параметра (или элемента) 
схемы. 

Пусть дана система линейных уравнений вида: 
 T · X = W.  (10.1) 

Ее нормальное решение:  

 WTX ⋅= −1 . (10.2) 

Найдем чувствительность всех элементов вектора X по отноше-
нию к некоторому параметру h. 

Продифференцируем выражение (10.1) относительно вектора X 

по параметру h: 

 
dh
dWX

dh
dX

dh
dXT =⋅+⋅ . (10.3) 

Определим искомую функцию 
dh
dX : 

  )(1

dh
dWX

dh
dTT

dh
dX −⋅⋅−= − . (10.4) 
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Порядок расчета чувствительности системы линейных уравне-
ний: 

1. Решаем систему линейных уравнений (10.1), находим вектор X. 

2. Составляем матрицу 
dh
dT , вектор 

dh
dW  и находим вектор  

dh
dX . 

Рассмотрим цепь с двумя зависимыми источниками, изображен-

ную на рис. 10.1. 

gU1 rI1
U1

J
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Рис. 10.1. Цепь с двумя зависимыми источниками 

Запишем матрицы, необходимые для расчета схемы, модифици-

рованным методом с проверкой 
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Ynд – дополненная матрица узловых проводимостей для расчета 
схемы модифицированным методом с проверкой; 

Unд – вектор узловых потенциалов с добавленными токами эле-
ментов второй группы; 

W – вектор независимых источников. 

Узловые потенциалы (с добавленными токами) ищутся в виде: 
 Unд = Ynд–1

 · W. 

J 

G2

I1 

G1
gU1 

G2

U1 
rI1

G3

I1 Iзи 

Ynд Unд W 
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Найдем чувствительность узловых потенциалов и токов элемен-

тов 2-й группы (т. е. вектора Х) к изменению параметра G1. Составим 

матрицу 
1dG

dT  и вектор 
1dG

dW . 
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Тогда чувствительность узловых потенциалов и элементов 2-й 

группы определится по формуле (10.4). 

На практике очень редко требуется рассчитывать чувствитель-

ность всех компонент вектора X. Чаще всего изменяется одна величи-

на F, связанная с этим вектoром. Необходимо знать чувствительность 

функции F по отношению к нескольким параметрам h. 

Допустим, что выходная величина F является линейной комби-

нацией элементов вектора X:  

 F = d
T
 X,  

где d – постоянный вектор. 

Например, если нужно определить функцию F как напряжение 
на выходе схемы Uвых из вектора X, равного 
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X , 

то постоянный вектор d будет иметь вид:  
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1
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d  

Продифференцировав величину F по параметру h получим: 

 
dh
dX

dh
dF T ⋅= d . (10.5) 
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Подставив значения 
dh
dX  (выражение 10.4), получим: 

 )(d 1

dh

dWX

dh

dTT

dh

dF T −⋅⋅⋅−= − . (10.6) 

Определим присоединенный вектор X
П
  с помощью соотноше-

ния: 

 1П d)( −⋅−= TX TT  (10.7) 

Этот вектор можно определить при решении системы до расчета 
чувствительности. Если умножить обе части равенства на матрицу T  

и затем транспонировать левую и правую части, получим присоеди-

ненную систему уравнений относительно вектора XП
: 

 T
Т
·X

П
 = –d.  

Выражение (10.6) перепишется в виде: 

 )  () ( П

dh

dWX

dh

dTX

dh

dF Т −⋅⋅= . (10.8) 

Определение чувствительности таким способом называется ме-
тодом присоединенной системы. 

Вычислительная процедура этого метода 

1. Решаем исходную систему уравнений T · X = W, определяя век-

тор X. 

2. Решаем присоединенную систему: T
Т
 ·

 
X
П
 = –d, определяя век-

тор X
П
. 

3. Для каждого параметра h  формируем матрицу 
dh
dT  и вектор 

dh
dW , и, подставив в (10.7), вычисляем 

dh
dF . 

Вернемся к схеме, изображенной на рис. 10.1, и найдем чувстви-

тельность тока источника тока управляемого током (ИТУТ) к измене-
нию передаточного сопротивления, т. е. параметра r. Вектор X был 

уже определен ранее. Вектор d
Т
 будет иметь вид: 

 d
Т
 = [0 0 0 0 1] 

Тогда присоединенный вектор X
П
 находится из выражения 

(10.7). 
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Вектор 
dr

dW = 0. Матрица 
dr
dT  выглядит следующим образом:  
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dr
dT  

Чувствительность тока ИТУТ к изменению передаточного сопротив-
ления r рассчитывается по формуле: 

 X

dr

dTX

dr

dI Т ⋅⋅= )( ПИТУТ . 

10.2. Порядок выполнения работы 

1. Составить матрицы, необходимые для расчета заданной схе-
мы на ПЭВМ модифицированным методом с проверкой. 

2. Найти вектор X – вектор узловых потенциалов с добавленны-
ми токами элементов 2-й группы. 

3. Определить чувствительность вектора X к изменению пара-
метра h. 

4. Определить чувствительность методом присоединенной сис-
темы. 

10.3. Содержание отчета 

Отчет должен содержать исходные данные, рисунок схемы, по-
рядок расчетов, необходимые матрицы для расчета, а также результа-
ты  расчета чувствительности. 

10.4. Контрольные вопросы 

1. Что называется чувствительностью? 
2. Как определяется чувствительность для произвольного пара-

метра? 
3. Как определяется относительная чувствительность? 
4. Как определяется чувствительность системы уравнений цепи? 
5. Как определяется присоединенный вектор? 
6. Как задается вектор d? 
7. Как определяется чувствительность с использованием при-

соединенной системы? 
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