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1. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА 

Рассмотрим механическую систему, подчиненную голономным 

связям. Уравнения движения системы в независимых координатах, 
или уравнения Лагранжа второго рода имеют вид: 
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 T = T( 1q , 2q , …, sq , 1q& , 2q& , …, sq& , t), 

 Qj = Qj ( 1q , 2q , …, sq , 1q& , 2q& , …, sq& , t). 

Для случая сил, имеющих потенциал, получаем 
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или, что то же, 
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,   ,,1 sj =    L = T – Π,   Π = Π(qj, t). (2) 

Функция L называется кинетическим потенциалом (функцией 
Лагранжа) и представляет собой разность между кинетической и по-
тенциальной энергиями системы. 

Перечислим отличительные черты уравнений Лагранжа второго 
рода: 

1. Уравнения (1) составляют систему s обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений второго порядка относительно обобщенных 
координат q1, q2, …, qs, являющихся искомыми функциями аргумен-

та t. Общий интеграл этой системы содержит 2s произвольных посто-
янных интегрирования, которые отыскиваются из начальных условий 

задачи. 

2. Число уравнений системы (1) не зависит от конструктивных 
сложностей машины и равно числу её степеней свободы.  

3. Реакции связей не входят в уравнения (1). Силы, действую-

щие на механическую систему, фигурируют здесь в виде обобщенных 
сил. Тем самым, для случая идеальной машины, учитывается работа 
движущих сил и работа полезных сил сопротивления, для преодоле-
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ния которых создана машина. Все промежуточные силы в передаточ-

ных звеньях исключаются из постановки задачи. 

В различных технических приложениях механики требуется 
найти только движение механической системы, не определяя реакций 

связей, поэтому уравнения Лагранжа второго рода нашли очень ши-

рокое применение. 

2. АЛГОРИТМ СОСТАВЛЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА 

I. Определение числа s степеней свободы изучаемой голономной 
механической системы. 

Физически содержательным является способ определения s 

с помощью наложения на систему дополнительных связей. 

Каждая последовательно вводимая добавочная связь должна 
быть независимой от уже имеющихся связей. Наложение дополни-

тельных связей производится до тех пор, пока число степеней свобо-
ды не станет нулевым. Тогда число дополнительно наложенных неза-
висимых связей будет равно числу степеней свободы исходной меха-
нической системы. 

II. Выбор обобщенных координат, однозначно определяющих 
положение всех точек механической системы. 

В большинстве практических задач в качестве ,jq  1,j s=  берут 
расстояния (длины) или углы. Затем дифференцированием по време-
ни вычисляют обобщенные скорости ,jq&  .,1 sj =  Все остальные коор-
динаты и скорости определяются через соответствующие независи-

мые величины. 

III. Подсчет кинетической энергии системы. 

Для этого применяются следующие формулы: 

а) при поступательном движении тела 

 
2

2

V
T m= , 

где m – масса, V – скорость любой точки тела; 
б) при вращательном движении тела 

 
2

2ω
= zJT , 

где Jz – момент инерции тела относительно оси вращения z; ω – угло-
вая скорость вращения тела вокруг неподвижной оси z; 
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в) при плоском (плоско-параллельном) движении тела 

 T = m 
2

2

cV
 + Jсζ 

2

2ω
 

либо 

 T = Jpζ 
2

2ω
, 

где Jcζ – момент инерции тела относительно оси ζ, проходящей через 
центр масс и ортогональной плоскости движения; Jpζ – момент инер-
ции относительно оси, проходящей через мгновенный центр скоро-
стей, и ортогональной плоскости движения; ω – угловая скорость 
вращения тела; 

г) при сферическом движении тела 

 T = Jоζ 
2

2ω
, 

где Jоζ  – момент инерции тела относительно мгновенной оси враще-
ния; ω – мгновенная угловая скорость; 

д) в более сложных в кинематическом отношении случаях надо 
применять теорему Кенига, согласно которой кинетическая энергия 
системы материальных точек равна кинетической энергии центра 
масс системы, определенной в предположении, что в нем сосредото-
чена вся масса системы, сложенной с кинетической энергией относи-

тельного движения системы около центра масс. Следовательно, 
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где cV
r

 – скорость центра масс системы; irV
r

 – относительная скорость 
точки в движении системы относительно центра масс. 

В итоговой записи кинетической энергии надо исключить зави-

симые координаты и скорости, заменяя их представлениями через не-
зависимые координаты и скорости. 

Затем надо найти частные производные кинетической энергии 

по обобщенным координатам и по обобщенным скоростям: 
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а также вычислить полные производные по времени: 
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IV. Вычисление обобщенных сил. 
Tочкам механической системы придаются возможные (вирту-

альные) перемещения и составляется выражение работы δAF; если при 

этом были введены зависимые виртуальные перемещения, они заме-
няются их представлениями через независимые и строится формула 

вида .
1

∑
=

δ=δ
s

j
jjF qQA  

Тогда коэффициенты при независимых вариациях δqj являются 
соответствующими обобщенными силами Qj. В теории механизмов 
и машин обобщенная сила механизма называется приведенной силой. 

Если приложенные к системе силы имеют потенциал, то вычис-
ляется потенциальная энергия Π системы, и обобщенная сила оты-

скивается по формуле 

 Qj = –
jq∂

Π∂
. 

V. Заключительный этап: интегрирование уравнений Лагранжа. 
Составляем уравнения Лагранжа (1) и интегрируем получаемую 

систему s обыкновенных дифференциальных уравнений при заданных 
начальных условиях 

 t = 0: 0
jj qq = , 0

jj qq && = , .,1 sj =  

В результате приходим к зависимостям qj = qj(t), однозначно опре-
деляющим движение рассматриваемой механической системы при t ≥ 0. 

Отметим важный частный случай. Если выражение функции Ла-
гранжа L не содержит явно обобщенную координату qr, но содержит 
обобщенную скорость rq& , то такая координата называется циклической. 

Пусть циклическими являются координаты qr, :,1 mr =  

 L = L(t, qm+1, …, qs; ,1q&  …, mq& , 1+mq& , …, sq& ), 
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тогда уравнения Лагранжа (2), соответствующие циклическим коор-
динатам, упрощаются:  
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и имеют первые интегралы 
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В этом случае с помощью метода Рауса число дифференциальных 
уравнений в системе (2) можно уменьшить на число m циклических ко-
ординат. В результате получается s – m дифференциальных уравнений 
второго порядка для координат qj(t), j = m + 1, …, s. После интегрирова-
ния этих уравнений циклические координаты как функции времени оп-
ределяются из m дифференциальных уравнений первого порядка. 

В дальнейшем будем рассматривать движения механических 
систем с одной (s = 1) и двумя (s = 2) степенями свободы. 

Движение системы с одной степенью свободы, согласно (1), оп-
ределяется одним дифференциальным уравнением, разрешенным от-
носительно старшей производной: 

 ( )qqtfq &&& ,,= ;   t = 0,   q = q0,    .0qq && =  (3) 

Если f = f (t), то интегрирование (3) затруднений не составляет: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,00
0 0

dtdfqtqtq
t

∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ττ++=

τ

&    τ ≡ t. 

Если f = f0(t) + b1q + b2 ,q&  где b1, b2 – const, то уравнение (3) мож-

но проинтегрировать, применяя метод Эйлера в совокупности с мето-
дом вариации постоянных. 

В некоторых случаях правая часть (3) нелинейно зависит от q, 
,q&  но зависимость эта такова, что удается получить решение в квад-

ратурах, применяя один из способов понижения порядка [2], [7].  
Различные аналитические методы для уравнения (3) изложены в [2], 
там же имеется богатый справочный материал. 

В тех случаях, когда не удается получить аналитическое реше-
ние задачи (3), проводят численное интегрирование с помощью 
ПЭВМ [6]. 
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Для механической системы с двумя степенями свободы, соглас-
но (1), имеем два уравнения, характеризующие движение: 

 1212111 Aqaqa =+ &&&& , 

 2222121 Aqaqa =+ &&&& ,   t = 0:   0
ii qq = ,   0

ii qq && = ; 

 aij = aij(t, 1q , 2q ),   Ai = Ai(t, 1q , 2q , 1q& , 2q& ),   i, j = 1, 2. 

Для широкого круга технических приложений эти уравнения 
могут быть разрешены относительно старших производных: 

 iq&& = fi(t, q1, q2, 1q& , 2q& );   t = 0,   0
ii qq = ,   0

ii qq && = ,   i = 1, 2. (4) 

Удобное для практических расчетов аналитическое решение 
может быть получено, если (4) есть линейные дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами [2], [7]. В более сложных 
случаях целесообразно проводить численное интегрирование (4) в со-
четании с качественным анализом. 

Исследование и построение решения задачи (4) в общем случае 
является важной и трудной задачей механики и математики, требую-

щей применения тонких качественных методов и сложных вычисли-

тельных алгоритмов. 
Изучению движения механических систем с конечным числом 

степеней свободы посвящены специальные разделы механики: теория 
свободных и вынужденных колебаний, теория устойчивости движе-
ния и др. 

3. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

НА СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА  

ВТОРОГО РОДА ДЛЯ СИСТЕМ  

С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

Задача 1. Имеется маятник, состоящий из материальной точки 

массы m, подвешенной на нити, длина которой изменяется по произ-
вольно заданному закону l = l(t). Точка подвеса маятника движется по 
закону ξ = ξ(t) по наклонной прямой, образующей угол α с горизонтом. 

Составить уравнение движения маятника, пренебрегая массой нити. 

Решение. Возьмем оси прямоугольной декартовой системы коор-
динат так, как показано на рис. 1: Ox – горизонтальна, Oy – вертикальна. 
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Движение точки подвеса A происходит по прямой OB: OA = ξ(t). Функ-
ции l(t), ξ(t) заданы, поэтому положение точки М в каждый момент 
времени однозначно определяется одной обобщенной координатой: 

углом ϕ между нитью и вертикалью. Вычислим координаты точки М 

в ее абсолютном движении относительно xOy: 

 x(t) = ξ cos α + l sin ϕ,   y(t) = ξ sin α + l cos ϕ,   α = const. (5) 

y 

x 

A 

B 

M 

O 

α 

ϕ 

 

Рис. 1 

Продифференцировав по времени эти зависимости, 

 ,cossincos ϕϕ+ϕ+αξ= &&&& llx  

 ϕϕ−ϕ+αξ= sincossin &&&& lly  

вычисляем кинетическую энергию точки М: 

 T = m
2

2

V
,   ).cos(2)sin(222222 ϕ+αϕξ+ϕ+αξ+ϕ++ξ= &&&&&&& llllV  

Необходимые в дальнейшем производные от Т имеют вид: 

 [ ],)sin()cos( ϕ+αϕξ−ϕ+αξ=
ϕ∂
∂

&&&& llm
T

 

 [ ],)cos(2 ϕ+αξ+ϕ=
ϕ∂
∂ &&
&

llm
T

 

 [ ])sin()cos()cos(22 ϕ+αϕξ−ϕ+αξ+ϕ+αξ+ϕ+ϕ=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ϕ∂
∂

&&&&&&&&&&
&

llllllm
T

dt

d
. 
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В данной постановке задачи присутствует одна активная сила – 

сила тяжести m ,g
r

 совершающая работу на вертикальном перемеще-
нии точки. Имеем: δA = mgδy, где δy можно вычислить, проварьиро-
вав (5) при неизменном времени: 

 δy = −l sin ϕ δϕ,   δA = −mgl sin ϕ δϕ. 

Следовательно, обобщенная сила Qϕ, соответствующая обоб-

щенной координате ϕ, есть Qϕ = −mgl sin ϕ. Составляем уравнение 
Лагранжа: 

 ϕ=
ϕ∂
∂

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ϕ∂
∂

Q
TT

dt

d

&
 

и после несложных преобразований получаем 

 ,0sin)cos(2 =ϕ+ϕ+α
ξ

+ϕ+ϕ
l

g

ll

l &&
&

&
&&  (6) 

 t = 0,   ϕ = ϕ0,   .0ϕ=ϕ &&  

Исследование этого уравнения представляет интерес и с матема-
тической, и с физической точки зрения. 

В частном случае, когда длина нити неизменна (l ≡ const, )0=l& , 

а точка подвеса покоится или движется равномерно и прямолинейно 
(ξ ≡ const, )0=ξ& , уравнение (6) превращается в дифференциальное 
уравнение движения математического маятника [8, с. 70]. 

Задача 2. Кулачок 1 массы М скользит по горизонтальной плос-
кости под действием силы F

r
 и перемещает толкатель 2 массы m. 

Толкатель движется в вертикальных направляющих. Пружина 3, ко-
эффициент жесткости которой с, прижимает толкатель к кулачку. В 

начальный момент времени система находилась в покое, и пружина 
была не деформирована. 

Определить закон движения толкателя. 
Решение. Эта механическая система имеет одну степень свобо-

ды, потому что, присоединив к ней одну дополнительную независи-

мую связь (например, закрепив кулачок), получаем систему, неспо-
собную к движению. Оси координат показаны на рис. 2; за независи-

мую обобщенную координату возьмем yD(t) ≡ q(t). 
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F
r

 

1 

3 

2 

A B 

y 

x 

D 

α 

 

Рис. 2 

В точке соприкосновения толкателя с кулачком имеем: 

 q = (xB – xD) tg α,   xD ≡ const, 

поэтому α= tgBxq && ,   δq = δxB tg α. 

Кулачок и толкатель движутся поступательно: 

 2
1

2
Bx

M
T &= ,   2

2
2

q
m

T &= . 

Переходя от xB(t) к q(t), для кинетической энергии системы по-
лучаем 

 T = T1 + T2,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

α
+=

2

2

tg2

M
m

q
T

&
,   .0=

∂
∂

q

T
 

Вычисляем сумму работ сил F
r

, m g
r

 и силы упругости пружины 

на возможных перемещениях δxB, δq: 

 δA = F δxB – mgδq – cqδq, 

 δA = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

α
cqmg

F

tg
δq. 

и находим обобщенную силу, соответствующую координате q ≡ yD: 

 Q = 
αtg

F
 – mg – cq. 
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Уравнение Лагранжа (1) имеет вид: 

 
1

1

1 M

F
q

M

c
q =+&& ;   t = 0,   q = 0,   0=q& ; (7) 

 
α

+=
21

tg

M
mM ,   .

tg
1 mg

F
F −

α
=  

За обобщенную координату можно было принять не yD(t), а xB(t). 
Тогда все формулы трансформировались бы с учетом однозначной 
связи между xB, yD. 

Как известно [7], общее решение уравнение вида (7) равно сум-
ме общего решения соответствующего однородного уравнения: 

 ,sincos 0
0

)0( kt
k

q
ktqq

&
+=    

1

2

M

c
k = ,   q0 = q(0),   )0(0 qq && =  

и какого-нибудь частного решения неоднородного уравнения, например: 

 (1) 1F
q

c
= ,   q = q

(0)
 + q

(1)
. 

Учитывая начальные условия (7), записываем решения задачи: 

 ).cos1(1 kt
c

F
q −=  

Следовательно, толкатель совершает гармоническое колеба-
тельное движение с амплитудой, линейно зависящей от величины си-

лы F; с ростом α либо с увеличением жесткости пружины амплитуда 
колебаний уменьшается. Зависимость циклической частоты k от ме-
ханических параметров системы тоже нетрудно проследить, пользу-
ясь записанными выше формулами. 

Задача 3. В кулачковом механизме, расположенном в вертикаль-
ной плоскости, кулачок 1, представляющий собой однородный диск 
радиуса r и массы m вращается вокруг горизонтальной оси, проходя-
щей через точку O1. К кулачку приложена пара сил с моментом M. 
Толкатель 2, являющийся зубчатой рейкой, движется в вертикальных 
направляющих и вращает ступенчатый блок 3, с которым он находит-
ся в зацеплении. С блоком 3 шарнирно связан спарник 4. Массы тол-
кателя и спарника равны m2 и m4 соответственно. Момент инерции 
блока относительно его оси вращения равен J. Составить дифферен-
циальное уравнение движения системы, полагая R3 = 2r3, r3 = 2r/3, m2 
= m/3, m4 = m/6, J = 2mr

2
. Массой кривошипа 5 пренебречь. 
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Решение. Данный механизм (рис. 3) имеет одну степень свобо-
ды, поскольку жесткое закрепление какого-нибудь одного из пяти его 
элементов лишает механизм возможности совершать движение. 
За обобщенную координату возьмем угол ϕ = ϕ(t) поворота кулачка 
по часовой стрелке. Значение ϕ = 0 соответствует начальному момен-

ту t = 0, когда радиус O1O вертикален. 

O 

M 

1 K 

2 
3 

4 

y

5 
O5 

O1 

O3 A 

r3 

R3 

ϕ

 

Рис. 3 

Положение толкателя, движущегося поступательно, однозначно 
определяется координатой y(t) точки K соприкосновения толкателя 
с кулачком. Из рис. 3 видно, что 

 y = 2r(1 – cos ϕ), 

поскольку значение y(0) = 0 соответствует точке K, удаленной 

в начальный момент времени от горизонтали О1О5 на расстояние 2r. 

Значит, скорость толкателя и его возможное перемещение определя-
ются зависимостями: 

 ,sin22 ϕϕ=≡ && ryV    δy = 2r sin ϕ δϕ. (8) 
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Теперь рассмотрим зацепление толкателя с блоком 3, совер-
шающим вращение вокруг неподвижной оси О3. Вертикальному пе-
ремещению толкателя соответствует угловое перемещение блока 3:  

y = R3ϕ3. Переходя к координате ϕ , имеем: 

 )cos1(
2

33

3 ϕ−==ϕ
R

r

R

y
,   ,sin

2

3

3 ϕϕ=ϕ &&
R

r
   δϕϕ=δϕ sin

2

3

3
R

r
. (9) 

Спарник 4 движется поступательно со скоростью, равной скоро-
сти точки А ступенчатого блока 3: V4 = r3 3ϕ& . 

Подсчитываем кинетическую энергию элементов механизма. 
Для кулачка имеем: 2T1 = J1

2ϕ& , где J1 есть момент инерции кулачка 
относительно оси, проходящей через точку О1 параллельно оси вра-
щения. Зная, что J0 = mr

2
/2, и воспользовавшись известной теоремой 

Штейнера [1], [8], находим J1 = J0 + mr
2
 и получаем 

 22
1

4

3
ϕ= &mrT . 

Далее, располагая выражениями V2, ϕ3, V4, через ϕ находим со-
ответственно для толкателя, ступенчатого блока и спарника: 

 22
2 2

2

m
T V= ,   ,sin2 222

22 ϕϕ= &rmT  

 2
33

2
ϕ= &

J
T ,   ,sin

4

9 222
3 ϕϕ= &mrT  

 24
4 4

2

m
T V= ,   .sin

12

222
4 ϕϕ= &r

m
T  

Суммируя, получаем кинетическую энергию механизма: 

 T = T1 + T2 + T3 + T4, 

 .sin3
4

3 222 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+ϕ= &mrT  

Вычисляем производные: 

 ϕϕ=
ϕ∂
∂

2sin3 22 &mr
T

,   ,sin6
2

3 22 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+ϕ=

ϕ∂
∂

&
&

mr
T

 

 ϕϕ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+ϕ=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ϕ∂
∂

2sin6sin6
2

3 2222 &&&
&

mrmr
T

dt

d
. 
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Для отыскания обобщенной силы, соответствующей обобщен-

ной координате ϕ, дадим кулачку возможное перемещение δϕ, кото-
рому отвечает возможное перемещение толкателя δy (8), возможное 
угловое перемещение блока δϕ3 (9) и возможное перемещение спар-
ника δs4 = r3δϕ3. 

Подсчитываем элементарные работы. К кулачку приложены 

момент М и сила тяжести m ,g
r

 поэтому 

 δA1 = M δϕ + mgr sin ϕ δϕ. 

Для толкателя: 

 δA2 = m2g δy,   δϕϕ=δ sin
3

2
2 mgrA . 

Центр тяжести блока 3 неподвижен, и сила тяжести m3 g
r

 работу 
не совершает, δA3 = 0. Для спарника надо учесть, что сила m4 g

r
 со-

вершает работу только на вертикальной составляющей перемещения: 

 ( ) .sincos1
2

3
sin

6
sin

6
333444 δϕϕ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ϕ−−=δϕϕ−=δ−=δ

mgr
gr

m
ygmA  

Суммируем элементарные работы: 

 δA = δA1 + δA2 + δA4,   δA = Qϕδϕ 

и находим обобщенную силу: 

 ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ϕ−−ϕ+=ϕ cos1
2

3
sin

6
sin

3

5
gr

m
mgrMQ . 

Составляем уравнение Лагранжа (1) и окончательно получаем 

такое дифференциальное уравнение: 

 ( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ϕ−ϕ+ϕϕ+ϕ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+ cos1

2

3
sinsin

6
2sin3sin6

2

3 2222 gr
m

mrmr &&&  

 ;sin
3

5
ϕ+= mgrM    t = 0,   ϕ(0) = 0,   .)0( 0ϕ=ϕ &&  

Нетрудно видеть, что коэффициент при старшей производной 

является ненулевым при любом угле поворота кулачка. 
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Задача 4. В механической системе, схема которой в положении 
покоя изображена на рис. 4, масса груза 1 равна m1, элементы 2, 4 есть 
сплошные однородные диски массами m2, m4 и радиусами r2, r4; тон-
кий однородный стержень 3 длины l имеет массу m3; c – коэффициент 
жесткости пружины 5. Силы сопротивления и масса нити считаются 
пренебрежимо малыми. Пружина прикреплена в середине стержня, 
O3K = KB. Зная начальное положение и начальную скорость груза 1, 
найти уравнение его движения по вертикали и определить частоту и 
период малых свободных колебаний этой механической системы. 

P 

4 

3 

2 

1 

5 

A 

B 

K 

y

O5 

O4 

O3

O2

 

Рис. 4 

Решение. Так же, как и в предыдущих задачах, нетрудно устано-
вить, что данная система имеет одну степень свободы. Примем за 
обобщенную координату – вертикальную координату y, отсчитывае-
мую от начального положения груза в статическом равновесии. Будем 
рассматривать малые движения системы, учитывая во всех формулах 
члены не выше второго порядка малости относительно у и ,y&  членами 

более высокого порядка пренебрегаем. 

Груз 1, движущийся поступательно со скоростью ,1 yV &=  облада-
ет кинетической энергией 2/2

11 ymT &= . Блок 2 вращается вокруг не-
подвижной оси O2x с угловой скоростью ω2 = VA/r2, причем V1 = VA, 
так как нить нерастяжима и скольжение ее на блоке отсутствует. Тогда 

 
2
2

2
2

2
ω= xJ

T ,   
22

2 2
2

x

m
J r= ,   

2

2
r

y&
=ω , 
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где J2x – момент инерции блока 2 относительно O2x. В итоге имеем: 

 .
2

22
2 y

m
T &=  

Стержень 3 также совершает вращательное движение: 

 2
3

3
3

2
ω= xJ

T ,   23
3

3
x

m
J l= ,   

BO

VB

3

3 =ω . 

Для малых движений системы имеем: VB ≅ VA = ,y&  поэтому 

 23
3

6
y

m
T &= . 

Диск 4, катясь без скольжения по горизонтальной поверхности, 

совершает плоское движение: 

 
22

2
4

4
24

4 4

ω
+= xO JV

m
T . 

Точка P является для диска 4 мгновенным центром скоростей, 

поэтому 
4OV = ω4 ⋅ (O4P). Чтобы найти угловую скорость вращения 

диска 4 учтем, что для малых движений данной механической систе-

мы ,
4

yVV BO &≅≅  значит, 
4

4
r

y&
=ω . Учитывая 24

4 4
2

x

m
J r= , находим 

 2
44

4

3
ymT &= . 

Суммируя найденные выражения, вычисляем кинетическую 

энергию системы:  

 T = T1 + T2 + T3 + T4, 

 2

2
y

m
T &= ,   32 4

1

3

2 3 2

mm m
m m= + + +  

и подсчитываем необходимые производные: 

 0
T

y

∂
=

∂
,   ym

y

T
&

&
=

∂
∂

,   .ym
y

T

dt

d
&&

&
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

 (10) 
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Данная механическая система находится под действием потенци-

альных сил: сил тяжести и силы упругости пружины. Как известно,  
[1], [8], геометрическое место точек пространства, в которых потенци-

альная энергия материальной точки имеет одно и то же значение (экви-

потенциальная поверхность) определяется уравнением Π(x, y, z) = const. 

Для определенности примем, что Π принимает нулевое значение 
в положении покоя системы. 

Потенциальная энергия дисков 2, 4 равна нулю, т. к. оси O2x, O4x 

не перемещаются по вертикали, и силы тяжести m2 ,g
r

 m4 g
r

 работу не 
совершают. Значит, остается вычислить работу сил m1 g

r
, m3 g

r
 и силы 

упругости пружины при перемещении системы из положения, одно-
значно определяемого координатой y, в нулевое положение системы. 

Сумма потенциальных энергий груза и стержня есть 

 Π(1)
 = –m1gy + m3gh, 

где h – вертикальное перемещение центра тяжести стержня (точки K), 

(рис. 5). Нетрудно видеть, что 

 3cos
22

ϕ=−
l

h
l

. (11) 

h
 

B

K 

O3

ϕ3
 

Рис. 5 

Для случая малых движений системы возьмем разложение 
cos ϕ3 в ряд Тейлора в окрестности значения ϕ3 = 0, ограничившись 
двумя первыми членами: 

 ...
2

1cos
2
3

3 +
ϕ

−=ϕ . 



 19 

Для малых ϕ3 перемещение точки B приближенно равно пере-
мещению груза 1, поэтому y ≅ lϕ3. Следовательно, из формулы (11) 

вычисляем 

 ( )3cos1
2

ϕ−=
l

h ,   
l

y
=ϕ3 ,   2

3
4
ϕ≅

l
h ,   

2

4

y
h

l
≅ . 

Итак, получаем 

 
( )

2
1

1 3
4

y
m gy m g

l
∏ = − + . (12) 

Потенциальная энергия пружины в нулевом положении равна 
c 2
стz  [1, с. 337]. Здесь zст – статическое удлинение пружины, которое 

можем найти, составив уравнение моментов сил, приложенных 
к стержню, относительно точки O3: 

 czст(O3K) = m1g(O3B),   .2 1
ст g

c

m
z =  

В процессе движения системы потенциальная энергия пружины 

есть разность 

 
( ) 2

ст
2

ст
2

2
)(

2
z

c
zz

c
−+=∏ , 

где z есть перемещение точки K крепления пружины к стержню 

(рис. 4). Так как O3K = KB, то при малых ϕ3 имеется приближенное 

равенство 
2

y
z ≅ , поэтому 

 ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≅∏

42

2

ст
2 y

yz
c

. 

Учитывая (12), получим формулу для потенциальной энергии 

системы: 

 Π = Π(1)
 + Π(2)

,   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∏

224

ст
1

3
2 cz

gmy
l

gmcy
. (13) 
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Располагая ранее вычисленным значением zст, видим, что по-
следняя скобка в (13) равна нулю: 

 
2

3

4 2

m gy c

l

⎛ ⎞∏ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (14) 

Выражение (13) можно проанализировать с точки зрения теории 
устойчивости. Продифференцируем (13): 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

222

П ст
1

3 cz
gm

l

gmcy

dy

d
, 

 
2

3

2

П
2

m gd c

dy l
= +  > 0,   t ≥ 0. 

Необходимым и достаточным условием равновесия при y = 0 
является уравнение 

 ,0
П

0

=
=y

dy

d
   0

2

ст
1 =−

cz
gm . 

Отсюда также можем вычислить zст. 
Получили, что в положении равновесия y = 0 потенциальная 

энергия активных сил имеет минимум, следовательно, по теореме Ди-
рихле [1, с. 409], – есть положение устойчивого равновесия данной 
механической системы. 

Пользуясь (14), находим обобщенную силу 

 
П

y

d
Q

dy
= − ,   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

l

gmcy
Qy

3

22
 

и составляем уравнение Лагранжа, учитывая (10): 

 ,02 =+ yky&&    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

l

gmc

m
k 32

22

1
. (15) 

Здесь k есть частота малых свободных колебаний системы, опи-
сываемых уравнением (15) [8, с. 28]. Период этих свободных колеба-
ний есть 

 
k

π
=Θ

2
. 
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Решение уравнения (15), отвечающее начальным условиям 

 t = 0,   y = y0,   ,0yy && =  

имеет вид: [8, с. 28]: 

 .sincos 0
0 kt

k

y
ktyy

&
+=  

Это уравнение характеризует движение груза 1 из положения  
y0 = y(0) со скоростью ( )00 yy && =  при t ≥ 0. 

4. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ НА СОСТАВЛЕНИЕ 

УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА ДЛЯ СИСТЕМ 

С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 

Задача 5. По наклонной грани призмы 1, образующей угол α 

с горизонтом, скатывается без скольжения однородный круглый ци-

линдр 2 массы m2. При этом призма перемещается по гладкой гори-

зонтальной плоскости, деформируя пружину 3, соединяющую её 
с вертикальной стеной. Масса призмы m1. Коэффициент жесткости 

пружины c, ось пружины горизонтальна. В начальный момент време-
ни пружина была не деформирована. Составить дифференциальное 
уравнение движения системы. 

Решение. Число степеней свободы системы равно двум. В самом 

деле, после присоединения к ней одной дополнительной связи, на-
пример, закрепления призмы, видим, что цилиндр сохраняет способ-

ность скатываться. Закрепив же цилиндр, т. е. добавив вторую допол-
нительную связь, лишим систему возможности перемещаться. 

За обобщенные координаты примем расстояния x1, x2, отсчиты-

ваемые так, как показано на рис. 6. 

Призма движется поступательно: 

 2
1

1
1

2
x

m
T &= . 
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Рис. 6 

Цилиндр совершает плоское движение, и его кинетическую 

энергию вычислим с помощью теоремы Кенига: 

 
2
20

2
0

2
2

2

1

2
ω+= JV

m
T ,   

2

0 2
2

r
J m= , 

где re VVV
rrr

+=0  – абсолютная скорость точки O (рис. 7); J0 – момент 
инерции цилиндра относительно его оси симметрии; ω2 – угловая 
скорость вращения цилиндра вокруг этой оси.  

eV
r

 

rV
r

0V
r
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Рис. 7 

Вводя в рассмотрение алгебраические величины переносной 

скорости 1xVe &=  призмы относительно стены и относительной скоро-
сти 2xVr &=  точки O относительно призмы и применяя теорему коси-

нусов, находим 

 )180cos(2222
0 β−°−+= rere VVVVV ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=β

∧

re VV
rr

, , 

 .cos2 21
2
2

2
1

2
0 α−+= xxxxV &&&&  
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Точка P касания цилиндра с гранью призмы есть мгновенный 

центр скоростей для цилиндра, поэтому угловая скорость относитель-
ного вращения цилиндра есть rx /22 &=ω . 

Располагая полученными формулами, находим кинетическую 

энергию системы: 

 2
22212

2
1

21
21

4

3
cos

2

)(
xmxxmx

mm
TTT &&&& +α−

+
=+= . (16) 

Для вычисления обобщенной силы Q1, соответствующей коор-
динате x1, мысленно закрепим цилиндр на призме (δx2 = 0) и дадим 

всей системе возможное перемещение δx1 ≠ 0. Ясно, что в этом случае 
силы тяжести m1 g

r
, m2 g

r
 работу не совершают, а сила упругости пру-

жины производит работу δA1 = –cx1δx1, значит, Q1 = –cx1. 

Теперь зафиксируем мысленно положение призмы (δx1 = 0) 

и дадим оси цилиндра возможное перемещение δx2: 

 ,sin 222 xgmA δα=δ    .sin22 α= gmQ  

Для составления уравнений Лагранжа 

 i

ii

Q
x

T

x

T

dt

d
=

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
&

,   i = 1, 2 

вычислим, пользуясь (16), необходимые производные и после про-
стых преобразований получим 

 ,0cos)( 122121 =+α−+ cxxmxmm &&&&  

 ,sin2cos23 12 α=α− gxx &&&&  (17) 

 t = 0,   x1 = 0,   x2 = 0,   01 =x& ,   .02 =x&  

Проинтегрировав два раза по t второе уравнение, найдем 

 .sincos23 21
2

12 CtCgtxx ++α=α−  

Из начальных условий видим, что C1 = 0, C2 = 0, так что 

 .sin
3

cos
3

2 2
12 α+α= t

g
xx  (18) 
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Подставляя это выражение в (17), приходим к уравнению для 
x1(t): 

 ,cossin
3

2
211 αα=+ gmcxxm &&    .cos

3

2 2
221 α−+= mmmm  

Общее его решение есть сумма какого-нибудь частного реше-
ния, например, 

 α= 2sin
3

2)1(
1

c

gm
x  

и общего решения соответствующего однородного уравнения: 
.0)0(

1
)0(

1 =+ cxxm &&  Последнее есть уравнение свободных колебаний 

[8, с. 28]: 

 ,sincos 21
)0(

1 ktBktBx +=    2 c
k

m
= ,   .)1(

1
)0(

11 xxx +=  

Для отыскания констант интегрирования B1, B2 воспользуемся 
начальными условиями в (17): 

 t = 0,   x1 = 0,   (1)

1 10 B x= + ,    (1)

1 1B x= − , 

 t = 0,   01 =x& ,   0 = B2k,   B2 = 0. 

В итоге имеем: 

 ).cos1(2sin
3

2
1 kt

c

gm
x −α=  

Координата x2(t) определяется по формуле (18). Следовательно, 
призма совершает гармоническое колебание, а цилиндр с течением 

времени неограниченно удаляется от своего начального положения. 
Качественный анализ зависимости амплитуды и циклической частоты 

колебаний призмы от механических параметров системы затруднений 

не представляет. 
Задача 6. В механизме для шлифования цилиндрических поверх-

ностей маятник 1 приводится в движение вокруг горизонтальной оси О 

пружиной 2, один конец которой закреплен на краю однородного дис-
ка 3. Масса диска m, радиус r. Коэффициент жесткости пружины c. 

Центр масс маятника находится на оси О, его момент инерции 

относительно этой оси равен J0. К диску приложена пара сил с момен-
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том: M = M0 cos ωt, которая сообщает ему вращение вокруг горизон-

тальной оси О1. В положении равновесия механизма ось симметрии 

маятника вертикальна, пружина не деформирована, а ее ось горизон-

тальна и находится на расстоянии l от оси O. При движении механиз-
ма возникает момент вязкого трения, модуль которого ϕ= &nM1 ,  

n ≡ const > 0. Составить дифференциальные уравнения движения сис-
темы, считая углы отклонения от положения равновесия малыми. 

Решение. Нетрудно видеть, что число степеней свободы данной 

системы равно двум: взяв две дополнительные независимые связи – 

жесткие закрепления маятника и диска, – получим неподвижную сис-
тему. За независимые обобщенные координаты примем углы ϕ и ψ 

отклонения радиусов ОА, О1В от вертикали (рис. 8). 
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Рис. 8 

Маятник и диск вращаются вокруг неподвижных осей О и О1, 

поэтому имеем: 

 ,
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20
1 ϕ= &

J
T    ,

2

21
3 ψ= &

J
T    

2

1
2

mr
J = ,   .

42

2
2

20
31 ψ+ϕ=+≡ &&

mrJ
TTT  

При вычислении обобщенных сил учтем, что удлинение пружи-

ны определяется величиной h = lϕ – rψ, т. к. допускаем только малые 
движения системы, при которых пружина незначительно отклоняется 
от горизонтали. 
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Зафиксируем положение диска (δψ = 0) и дадим маятнику воз-
можное перемещение: δϕ ≠ 0, т. е. δh = lδϕ. Тогда  

 δAϕ = – M1δϕ – c(lϕ – rψ)lδϕ, (19) 

потому что силы тяжести маятника и диска, приложенные в точках О, 

О1 работу не совершают. Теперь, мысленно закрепив маятник, дадим 

системе возможное перемещение δψ ≠ 0, при котором δh = –rδψ: 

 δAψ = Mδψ + c(lϕ – rψ)rδψ. (20) 

Располагая формулами (19), (20), находим обобщенные силы, 

соответствующие выбранным обобщенным координатам: 

 Qϕ = – M1 – cl(lϕ – rψ),   Qψ = M + cr(lϕ – rψ). 

Теперь составление уравнений Лагранжа вида (1) затруднений 

не представляет: 

 0)(0 =ψ−ϕ+ϕ+ϕ rlclnJ &&& ,   ,cos)(
2

0

2

tMrlcr
mr

ω=ψ−ϕ−ψ&&  

 t = 0,   ϕ = ϕ0,   ψ = ψ0,   0ϕ=ϕ && ,   0ψ=ψ && . 

Задача 7. К рейке 4, движущейся поступательно в горизонталь-
ных направляющих, жестко прикреплена шестерня 1 радиуса R, рас-
положенная в вертикальной плоскости. Общая масса шестерни и рей-

ки m1. К центру шестерни 1 шарнирно прикреплено водило 3, которое 
несет ось шестерни 2 массы m2. Шестерня 2 находится в зацеплении 

с шестерней 1. К рейке приложена горизонтальная сила F = F0 cos ωt. 

Составить дифференциальные уравнения движения, рассматривая 
шестерню 2 как однородный диск радиуса r. 

Решение. Положение системы однозначно определяется обоб-
щенными координатами x, ϕ, соответствующими двум степеням сво-
боды: во-первых, движению системы в горизонтальных направляю-

щих, во-вторых, вращению водила вокруг центра шестерни 1. 
Для поступательного движения шестерни 1 и рейки имеем: 

.
2

21
1 x

m
T &=  Шестерня 2 движется плоскопараллельно: 
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J
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где алгебраические значения переносной и относительной скоростей 
есть соответственно Ve = x&  и Vr = (R + r)ϕ& . Аналогично задаче 5 (рис. 7) 

применяем теорему косинусов: 

 ( )β−°−+= 180cos2222
rereA VVVVV ,   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=β

∧

re VV
rr

, , 
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Рис. 9 

Угловую скорость относительного вращения шестерни 2 вокруг 
А найдем из тех соображений, что точка Р касания шестерен есть 
мгновенный центр скоростей для шестерни 2, а линейная относитель-
ная скорость точки А равна (R + r)ϕ& : 

 ϕ
+

=ω &
r

rR
2 . 

Проделав несложные преобразования, найдем кинетическую 
энергию системы: 

 ϕϕ+−ϕ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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Вычислим необходимые для составления уравнений Лагранжа 
производные: 

 0
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Чтобы найти обобщенную силу, соответствующую координа-
те ϕ, мысленно закрепим рейку в направляющих (δx = 0) и дадим сис-
теме возможное перемещение δϕ, отвечающее оставшейся степенеи 
свободы. На этом перемещении работу совершает сила тяжести m2 g

r
 

(весом водила пренебрегаем). При отклонении водила на угол ϕ точка 
А приложения силы m2 g

r
 перемещается по вертикали на расстояние  

h = (R + r) (1 – cos ϕ) (рис. 9), тогда δh = (R + r) sin ϕ δϕ, 

 δA = – m2g δ h,   Qϕ = – m2g (R + r) sin ϕ. 

Подсчет Qϕ затруднений не вызывает: фиксируем положение 
водила (δϕ = 0) и даем возможное перемещение δx ≠ 0. Тогда работа 
сил тяжести является нулевой и имеем: δAx = Fδx. Итак, Qx = F. 

Уравнения Лагранжа имеют вид: 

 ,cossin)()()( 0
2

2221 tFrRmrRmxmm ω=ϕϕ++ϕ+−+ &&&&&  

 ,0sincos)(
2

3
=ϕ+ϕ−ϕ+ gxrR &&&&  

 t = 0,   x = x0,   ϕ = ϕ0,   0xx && = ,   .0ϕ=ϕ &&  
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Задача 8. Механическая система тел 1–6 движется под действи-
ем постоянных сил с моментом М. Найти уравнение движения систе-
мы при заданных начальных условиях. 

Считаются известными следующие величины: m1 = 2m, m2 = 2m, 

m3 = 3m, m4 = m; M ≡ const; радиус инерции ступенчатого блока 3 от-
носительно оси вращения О3х равен: ρx = 2r ; r2 = r3 = r, R3 = R4 = 2r. 

Элементы 2, 4 считаются сплошными однородными дисками. Массы 
нитей пренебрежимо малы. Силы трения не учитываются. 

Решение. Система имеет две степени свободы: во-первых, она 
приводится в движение моментом М, при этом блок 2 опускается вместе 
с грузом 1, во-вторых, независимо от названного движения, груз 1 мо-
жет опускаться, разматывая нить, т. е. двигаясь относительно блока 2 
(рис. 10). 

За независимые обобщенные координаты примем ϕ – угол пово-
рота диска 4 и расстояние s, которое проходит груз в движении отно-
сительно блока 2 (рис. 10). 
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Рис. 10 
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Диски 3, 4 имеют одинаковые радиусы и вращаются вокруг не-
подвижных осей О3х, О4х, перпендикулярных плоскости чертежа, 
с одинаковой угловой скоростью ϕ& , поэтому 

 2
333

2

1
ω= JT ,   2

33 xmJ ρ= ,   ϕ=ω &3 ,   22
3 3 ϕ= &mrT , 

 2
444

2

1
ω= JT ,   24

4 4
2

m
J R= ,   ϕ=ω &4 ,   22

4 ϕ= &mrT . 

Груз движется поступательно, и его скорость в абсолютном 

движении слагается из переносной скорости ϕ= &rVe , обусловленной 

вращением диска 4 и ступенчатого блока 3, а также из относительной 

скорости .sVr &=  Для груза 1 векторы eV
r

, rV
r

 направлены в одну сторо-
ну по вертикали, поэтому алгебраическая величина абсолютной ско-
рости есть ϕ+= && rsV1 , следовательно, 

 .)(
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1
1 ϕ+== && rsmV

m
T  

Блок 2 совершает плоское движение, поэтому его кинетическая 
энергия равна 
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где V2 – скорость центра масс блока 2, причем V2 = Vx = rϕ& , поскольку 
нить считается нерастяжимой и на блоке не проскальзывает (точка К 

есть точка схода нити со ступени 3). Угловая скорость ω2 вращения 
блока 2 вокруг своей оси связана с относительной скоростью движе-
ния груза: 
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Следовательно, получим 
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Суммируем найденные значения кинетических энергий: 

 T = T1 + T2 + T3 + T4 = ϕ+ϕ+ &&&& smrmrsm 26
2

3 222 . (21) 

Для вычисления обобщенной силы Qϕ зафиксируем положение 
груза относительно блока 2 (δs = 0) и дадим системе возможное пере-
мещение δϕ ≠ 0, соответствующее оставшейся степени свободы. 

На этом перемещении работу совершают силы m1 g
r

, m2 g
r

 и момент М: 

 δAϕ = Mδϕ + (m1 + m2)gδh,   δh = rδϕ. 

Следовательно, 

 Qϕ = M + (m1 + m2)gr. 

Далее зафиксируем положение диска 4 (δϕ = 0) и дадим грузу 
возможное перемещение δs ≠ 0, при этом, очевидно, точки приложе-
ния сил тяжести m2 g

r
, m3 g

r
, m4 g

r
 не перемещаются, значит, 

 δA3 = m1gδs,   Qs = m1g. 

Вычисляя с помощью (21) необходимые производные, составим 

уравнения Лагранжа: 

 ,4122 2 mgrMmrsmr +=ϕ+ &&&&  

 ,223 grs =ϕ+ &&&&  

 t = 0,   ϕ = 0,   ϕ&  = 0,   s = s0,   s&  = V0. 

Проинтегрировав дважды по времени оба эти уравнения, найдём 

общее решение: 

 ( ) ,
2

4122 21

2
2 CtC

t
mgrMmrmrs +++=ϕ+  (22) 

 3s + 2rϕ = gt
2
 + B1t + B2. 

Для конкретизации входящих сюда произвольных постоянных 
воспользуемся начальными условиями: 

 t = 0,   2mrs0 = C2,   3s0 = B2; 

 t = 0,   2mrV0 = C1,   3V0 = B1. (23) 
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Разрешая соотношения (22) относительно s, ϕ и подставляя туда 
значения констант (23), получим зависимости, характеризующие 
движение изучаемой механической системы при t ≥ 0: 
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Задача 9. Рейки 1 и 2 одинаковой массы m движутся в парал-
лельных направляющих, расположенных в горизонтальной плоскости. 
К рейке 2 прикреплен конец пружины 4, коэффициент жесткости ко-
торой c. Другой конец пружины закреплен неподвижно. Рейки нахо-
дятся в зацеплении с однородным диском 3 массы m3 и радиуса r. 
К диску приложена пара сил с моментом М. В начальный момент вре-
мени пружина была не деформирована. Составить дифференциальные 
уравнения движения системы. 

Решение. Примем за обобщенные координаты расстояния x1, x2 
(рис. 11), отвечающие двум степеням свободы этой механической 
системы. В самом деле, мысленно закрепив одну из реек, видим, что 
диск сохраняет способность двигаться совместно с другой свободной 
рейкой. Взяв же вторую дополнительную независимую связь, т. е. за-
крепив и эту рейку, лишим систему способности двигаться. 
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Рис. 11 
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Кинетические энергии реек, движущихся поступательно, пред-

ставляются в таком виде: 

 ,
2

2
11 V

m
T =    ,

2

2
22 V

m
T =    ,11 xV &=    ,22 xV &−=  

причем в последней формуле учтено, что направление отсчета коор-
динаты x2 противоположно движению рейки 2. 

Для диска, совершающего плоское движение, найдем положение 
мгновенного центра скоростей. Учтем, что качение диска по рейкам 

происходит без скольжения, так что 1VVA

rr
= , 2VVB

rr
=  (рис. 12). Соеди-

ним концы векторов 1V
r

, 2V
r

 прямой линией, тогда точка Р пересечения 
её с АВ и является мгновенным центром скоростей диска в каждый 

момент времени. Учитывая свойства мгновенного центра скоростей 

[1], [8], запишем пропорцию: 
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из которой простыми вычислениями получим 
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Угловая скорость вращения диска есть 

 
BP

V

AP

V 21 ==ω ,   AP = r + OP. 

Подставляя сюда формулу (24), находим 
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Момент инерции диска относительно оси Оy, перпендикулярной 

плоскости движения, равен J0 = m3r
 2

/2, тогда по теореме Штейнера  
[1, с. 264] о моментах инерции относительно параллельных осей, най-

дем 

 JP = J0 + m3 (OP)
2
,   
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Тогда кинетическая энергия диска дается зависимостью 
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В итоге имеем кинетическую энергию системы: 
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Далее нам будут нужны такие производные: 

 ,0
1

=
∂
∂
x

T
   ,0

2

=
∂
∂
x

T
 

 ( )
88

3
3

8

3
23112

3
1

1

m
xmmxxx

m
xm

dt

d

x

T

dt

d
&&&&&&&

&
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

, (25) 

 ( )
88

3
3

8

3
13221

3
2

2

m
xmmxxx

m
xm

dt

d

x

T

dt

d
&&&&&&&

&
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

. 



 35 

Переходим к подсчету обобщенных сил Q1, Q2, соответствую-

щих обобщенным координатам x1, x2. Механизм движется в горизон-

тальной плоскости, поэтому силы тяжести его элементов работу не 
совершают. 

Закрепив рейку 2 (δx2 = 0), дадим системе возможное перемеще-
ние δx1 ≠ 0. В этом случае диск совершает возможный поворот вокруг 
точки B касания диска с зафиксированной рейкой 2, так что  
δx1 = 2rδϕ1. Значит для элементарной работы получим 

 111
2

x
r

L
MA δ=δϕ=δ , т. е. 1

2

M
Q

r
= . (26) 

Теперь зафиксируем положение рейки 1 (δx1 = 0) и рассмотрим 

возможное перемещение −δx2 ≠ 0, на котором элементарную работу 
совершает момент М и сила упругости пружины, направленная вдоль 
рейки 2 в направлении отсчета координаты x2: 

 δA2 = Mδϕ2 − cx2δx2,   −δx2 = 2rδϕ2, 
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222 xcx
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M
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⎜
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⎛ +−=δ    2 2
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M
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. (27) 

Располагая формулами (25)–(27), записываем уравнения Ла-
гранжа: 
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5. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 

НА СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО 

РОДА ДЛЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

Здесь представлены 108 вариантов схем механизмов. Каждый 

механизм приводится в движение силой ( )F t
r

 либо парой сил с мо-
ментом M(t). Упругий элемент обозначается на схеме пружиной; 

демпфер обозначается цилиндром, содержащим поршень. 
Массы пружины, поршня, нитей и приводных ремней считаются 

пренебрежимо малыми. Массы остальных элементов механизма, 
включая зубчатую рейку, следует учитывать в постановке задачи. 

Считаются заданными: 

– функции ( )tF
r

, M(t), t ≥ 0; 

– геометрические размеры блоков и дисков (колес); 
– радиусы инерции ступенчатых дисков (колес) относительно 

центральных осей, ортогональных плоскости вращения дисков; 
– коэффициент жесткости пружины; 

– коэффициент сопротивления β > 0 в формуле ,сопр VF
rr

β−=  харак-
теризующей сопротивление движению поршня в цилиндре демпфера; 

– моменты сил сопротивления в подшипниках; 
– начальное положение и начальная скорость элементов системы.  

Задача состоит в том, чтобы: 

1) выбрать независимую обобщенную координату и составить 
уравнение Лагранжа второго рода; 

2) проанализировать полученное уравнение, проинтегрировать 
его и удовлетворить начальным условиям; 

3) построить графически функции q(t), T(t), Q(t), t ≥ 0, представ-
ляющих зависимости от времени обобщенной координаты, кинетиче-
ской энергии системы и обобщенной силы. 

Входные данные и числовые значения параметров студент вы-

бирает самостоятельно, согласовав постановку задачи с преподавате-
лем (конкретизация вида функций ( )F t

r
, M(t); принятие допущения 

о малых движениях системы и т. д.). 
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