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ВВЕДЕНИЕ 

Изучение дисциплины «Математические задачи электроэнерге-
тики» имеет целью усвоение теоретических знаний и приобретение 
практических навыков, необходимых для самостоятельного проведе-
ния прикладных математических исследований в области получаемой 

в вузе специальности. 

Основные задачи дисциплины при ее ориентации на специаль-
ность 1-42 01 03 «Электроснабжение» могут быть сформулированы, ис-
ходя из требований к функционированию систем электроснабжения – 

обеспечение бесперебойного снабжения потребителей электроэнергией 

установленного качества. 
В данном курсе лекций приведены разделы, касающиеся теории 

вероятности и связаны с основными задачами, использующими поня-

тия: случайные события, случайные величины, системы случайных 

величин, случайные функции и процессы. 

Курс лекций составлен в соответствии с рабочей программой 

дисциплины «Математические задачи электроэнергетики» путем под-

бора и систематизации материала ряда литературных источников  

и предназначен для студентов специальности 1-43 01 03 «Электро-

снабжение» дневной и заочной формы обучения. 

Для успешного усвоения материала кратко излагаются основные 
теоретические положения и приведены конкретные примеры. 

1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О СИСТЕМАХ 

ЭЛЕКТРОСНАБЖЕНИЯ 

Под электрической системой понимается электрическая часть 

энергетической системы, т. е. совокупность элементов, вырабаты-

вающих, преобразующих, передающих, распределяющих и потреб-

ляющих электрическую энергию. 

При составлении математического описания надо учесть специ-

фику электроэнергетической системы, заключающуюся в том, что 

электрическая система включает в себя силовые элементы – генерато-

ры, трансформаторы, преобразователи, нагрузки и электрические сети 

(высокого напряжения, содержащие линии передач, среднего напря-

жения, распределительные с относительно низким напряжением). 

Электрическая система содержит также элементы управления, 

изменяющие и регулирующие состояние системы или режим системы 

(так принято говорить при изложении вопросов энергетики). Для рас-
чета режима системы необходим математический аппарат. Инженер 
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может подобрать его готовым из огромного накопленного веками ар-

сенала математических методов, может частично сконструировать 

сам. Но это возможно в том случае, если он ясно представляет себе 
физику работы энергосистемы, обусловленную физическими явле-
ниями, одновременно происходящими во всех элементах системы. 

Взаимодействуя между собой элементы системы в любой момент свя-

заны единством процессов производства, передачи, распределения и 

потребления электрической энергии. При этом под процессами пони-

мают отдельные составляющие явления, отражающие некоторые свя-

зи между переменными величинами, которые отвечают явлениям, 

свойственным данному состоянию (или режиму) системы. 

При изучении систем производства, передачи, распределения 

электрической энергии и управления ею необходимо рассматривать 

электрические и связанные с ними механические процессы. Прихо-

дится рассматривать процессы в первичных двигателях и процессы в 

двигателях нагрузки как единые электромеханические. 
Работа системы прежде всего характеризуется значениями мощ-

ностей, (и соответственно энергий), вырабатываемых, преобразуемых, 

передаваемых и потребляемых всеми ее элементами. Чтобы дать ма-
тематическое описание системы надо в виде математической модели 

представить все связи между переменными величинами процессов. 

Изучение этих процессов, включая и их математическую интерпрета-
цию, направлено на обеспечение лучшей работы системы, основная 

задача которой – выработка энергии. 

Энергия – это количественный показатель работы электрической 

системы. Качество энергии характеризуется главным образом вели-

чиной и частотой напряжения у потребителя. Режим системы – это 

ее состояние в любой момент времени или на некотором интервале 
времени. Режим системы определяется как указанными показателями, 

так и другими показателями. Параметры режима – показатели, зави-

сящие от изменения режима. К параметрам режима относятся напря-

жения в различных точках системы, токи в ее элементах, углы расхо-

ждения векторов ЭДС и напряжений, активные и реактивные мощно-

сти и т. д. 

При анализе и составлении математического описания различа-
ют три основных вида режимов электрических систем: 

1) нормальный установившийся режим, применительно к кото-

рому проектируется электрическая система и определяются технико-

экономические характеристики; 
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2) послеаварийный установившийся режим, наступающий после 
аварийного отключения какого-либо элемента или ряда элементов 

системы (в этом режиме система может работать с несколько ухуд-

шенными технико-экономическими характеристиками); как нормаль-

ный, так и послеаварийный установившийся режимы характеризуют-
ся параметрами, не изменяющимися во времени. При этом связи меж-

ду параметрами режима представляются алгебраическими уравне-
ниями; 

3) переходный режим, во время которого система переходит от 
одного состояния к другому. Для него характерно изменение всех его 

параметров во времени и описание его дифференциальными уравне-
ниями. 

Любой режим состоит из множества различных процессов. 
Параметры режима электрической системы связаны между со-

бой определенными соотношениями, в которые входят некоторые ко-

эффициенты пропорциональности, зависящие от свойств элементов 

системы и от способов соединения их между собой. Например, ток на 
участке линии передачи  

 л21 )( ZUUI &−= ,  

где ,I 21, UU  – параметры режима; лZ&  – сопротивление данного уча-
стка линии. 

Ток в ветви сложной системы в простейшей форме 

 kkYEYEYEI 11221111 ... &&& +++= , 

где kEEEI ...,,и 21  – параметры режима; kYYY 11211 ...,, &&&  – постоянные 
коэффициенты, называемые параметрами системы. 

Параметры системы могут зависеть от изменений ее режима.  
В этом случае система называется нелинейной. Во многих практиче-
ских задачах параметры системы приходится полагать постоянными, 

считая систему на каком-то исследуемом участке линейной. В мате-
матической интерпретации режима энергосистемы присутствует все-
гда и другой вид нелинейности – это нелинейность, обусловленная 

характером соотношений между параметрами ее режима. Например, 

потребляемая в сопротивлении R мощность связана квадратичной за-
висимостью с напряжением: RUP 2= . От нелинейностей этого вида 
нельзя избавиться, а поэтому их необходимо учитывать. 
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Схемы замещения являются также своего рода математическим 

инструментом инженера. Например, в зависимости от того, какая 

электрическая сеть и какие процессы практически интересуют инже-
нера, он подбирает схему замещения изучаемой сети. Математиче-
ский аппарат подбирается в соответствии с техническим содержанием 

задачи. 

Для анализа установившегося режима электрической системы 

необходимо составление алгебраических уравнений связи. При этом 

можно использовать матричные методы, позволяющие компактно за-
писывать задачу и отрабатывать ее решение. 

При изучении переходных режимов уже нельзя обойтись только 

методами алгебры, которые пригодны для рассмотрения установив-

шегося состояния. Процессы выражаются в форме дифференциаль-

ных уравнений, а расчет процессов сводится к решению этих уравне-
ний, которые являются нелинейными трансцендентными уравнения-

ми высоких порядков.  

Переходные режимы делятся на нормальные (эксплуатацион-

ные) и аварийные. Появляются уравнения переходных процессов, ко-

торые отражают закономерные последовательные изменения пара-
метров режима системы от момента возмущения до начала нового ус-
тановившегося режима. 

Текущая эксплуатация системы сопровождается нормальными 

переходными процессами. Они обусловлены изменениями нагрузки 

системы и реакцией на них регулирующих устройств. При нормаль-

ных переходных процессах отклонения параметров режима от их ус-
тановившихся значений часто настолько невелики, что для описания 

системы можно применить линейные дифференциальные уравнения. 

Аварийные переходные процессы могут возникнуть вследствие 
резких аварийных изменений режима, называемые большими возму-

щениями или воздействиями, приводящих к значительным отклоне-
ниям параметров режима от их исходного состояния. 

При исследовании переходных режимов особое значение имеет 
проблема устойчивости электрических систем. 

Рабочее состояние электрической системы, называемое ее уста-
новившимся режимом, должно обладать свойством устойчивости, т. е. 
способностью восстанавливать исходный установившийся режим или 

режим, практически близкий к нему после какого-либо его измене-
ния. Степень устойчивости системы определяется некоторыми значе-
ниями величин – параметров режима, характеризующих предел ус-
тойчивости.  
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При анализе устойчивости электрических систем различают три 

ее вида. 
Статическая устойчивость – способность системы восста-

навливать исходное состояние после малого его отклонения (возму-

щения). Под малым понимается такое отклонение, при котором ис-
следуемая электрическая система может изучаться на основе систем 

линейных дифференциальных уравнений с применением общих ме-
тодов Ляпунова, способов малых колебаний, предусматривающих ис-
следование характеристических уравнений и применение частотных 

характеристик. 

Динамическая устойчивость – способность системы восстанав-

ливать исходный режим или практически близкий к нему после боль-
шого возмущения (короткого замыкания, отключения линии и т. д.). 

При анализе динамической устойчивости для выявления изменений 

параметров режима (углов расхождения роторов генераторов, токов, 

напряжений и т. д.) необходимо составлять и интегрировать нелиней-

ные, трансцендентные уравнения весьма высоких порядков. 

Результирующая устойчивость – способность системы вос-
станавливать исходный режим или режим, практически близкий к не-
му после нарушения в течение некоторого времени синхронной рабо-

ты (асинхронной работы части синхронных генераторов системы)  

с последующим ее восстановлением без отключения основных рабо-

чих элементов системы. 

Расчеты статической устойчивости объединяются с расчетами 

нормального установившегося режима, проводимыми итерационны-

ми методами. Вероятностный характер и неопределенность исходных 

данных, необходимых для расчета устойчивости, проявляются все за-
метнее по мере  усложнения систем.  

Неотложными задачами электроэнергетики являются проведе-
ние расчетов установившихся режимов систем, нахождение распреде-
ления в них потоков мощностей, токов и напряжений. Для решения 

этих задач применяются матричные записи уравнений с использова-
нием теории графов и элементов топологии. Установившиеся режимы 

рассчитываются как при детерминированных, так и при вероятност-
ных условиях.  

Математические задачи электроэнергетики требуют овладения 

тремя разделами прикладной математики: I – методами решения 

сложных алгебраических уравнений при матричном их представле-
нии; II – приемами изучения теории вероятности; III – анализом диф-

ференциальных уравнений. 
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В энергетике очень важно при решении задач оптимизации, т. е. 
выборе оптимальных решений, использовать вероятностные характе-
ристики случайных явлений. Так, например, надежность электро-

снабжения отдельных потребителей зависит от случайных событий. 

Она определяется аварийными повреждениями оборудования. 

Схема питания потребителя может быть более надежной или 

малонадежной. Оптимальная схема будет соответствовать минимуму 

затрат. Чтобы его найти, следует оценить затраты не только на созда-
ние той или иной схемы электроснабжения, но и вероятный ущерб от 
перерыва электроснабжения для каждой из схем. Определение веро-

ятного ущерба невозможно без использования методов теории веро-

ятностей. 

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

2.1. Основные понятия 

Теория вероятностей – это математическая наука, изучающая 

закономерности случайных событий, случайных величин и случайных 

функций. Рассмотрим значение термина «случайный» применительно 

к событиям, величинам и функциям. 

Каждое событие, происходящее в окружающем мире, является 

результатом воздействия большого числа других событий, влияющих 

на возможность возникновения данного события. Случайным собы-

тием называется событие, которое может в данных конкретных ус-
ловиях или произойти, или не произойти. В отличие от этого досто-

верным называется событие, которое обязательно произойдет, а не-
возможным – событие, которое не может произойти. Что дает осно-

вание считать то или иное событие случайным, достоверным или не-
возможным? 

Только опыт или наблюдения за событиями могут привести  

к каким-либо выводам. Однако опыт или наблюдения должны быть 

при этом достаточно длительными, иначе суждение о том, что собы-

тие является случайным, достоверным или невозможным, может ока-
заться ошибочным. Только при достаточно большом количестве на-
блюдений за данным событием можно установить, является ли вооб-

ще данное событие случайным. 

Естественно, возникает вопрос, существуют ли закономерности 

у случайных событий? Не являются ли понятия «закономерность»  

и «случайность» взаимно исключающими? Нет, эти понятия диалек-
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тически связаны между собой и не исключают друг друга. Если рас-
сматривать достаточно большое число случаев, когда событие может 
произойти или не произойти, или производить большое число проб 

(испытаний), то у любого случайного события начнет проявляться 

определенная объективная закономерность.  

Давно было замечено, что если многократно наблюдать то или 

иное случайное событие, то относительная частота его возникновения 

слабо колеблется относительно некоторой постоянной величины, 

причем, чем больше число наблюдаемых случаев, тем меньше размер 

этих колебаний. Устойчивость относительной частоты возникновения 

случайного события при значительном числе наблюдаемых случаев 

(испытаний) дает основание считать, что та величина, около которой 

колеблется относительная частота, характеризует объективную воз-
можность осуществления данного случайного события. Эта величина 
в теории вероятностей называется вероятностью события. Таким об-

разом, закономерность случайного события проявляется при доста-
точно большом числе наблюдений или испытаний.  

Случайной величиной называется величина, принимающая  

в результате опыта то или иное значение; это значение неизвестно за-
ранее. Между случайной величиной и случайным событием сущест-
вует тесная связь. Все случайные величины подчинены тем или иным 

объективным закономерностям. Так, например, они могут иметь ог-
раниченные области возможных значений; различные значения слу-

чайных величин могут иметь различные вероятности. Заметим, что  

к числу случайных величин относятся такие величины, как ошибки 

измерения, ошибки прогнозирования и т. п.  

В энергетике случайные события имеют место также, как и во 

всех других отраслях деятельности человека. Энергетические систе-
мы объединяют большое число различных технических устройств, 

как генерирующих, так и передающих энергию; особенно велико чис-
ло устройств, преобразующих энергию. Естественно, что условия ра-
боты большой совокупности даже однородных технических уст-
ройств резко отличаются друг от друга и носят, с точки зрения энер-

гетической системы как целого, случайный характер. Так, например, 

то или иное устройство потребителей (электродвигатель, электровоз, 
электрическая лампа, электронагревательный прибор) случайно мо-

жет быть или включенным, или отключенным от электрической сети, 

работать с той или иной степенью использования. В результате нало-

жения друг на друга таких случайных событий получается та или 
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иная величина спроса электрической мощности в энергосистеме, за-
висящая от совокупности случайных событий.  

Только зная вероятностные характеристики таких случайных 
событий можно правильно определить суммарную величину спроса, 
величину необходимого резерва мощности и т. д.  

Возможны два метода определения вероятности случайного со-
бытия: классическое и статистическое. 

Классическое определение, или подсчет вероятности, приме-
нимо только в том случае, если изучаемые случайные события обра-
зуют так называемую полную группу попарно несовместимых и рав-
новозможных событий. События, образующие такую группу, назы-
ваются случаями. Это означает, что одно событие из совокупности 
случайных событий должно произойти обязательно, т. е. возникнове-
ние хотя бы одного из событий достоверно. Кроме того, два события 
из этой группы одновременно возникнуть не могут, и любое из собы-
тий данной группы имеет одинаковую вероятность. В этом случае ве-
роятность считают равной отношению числа случаев, когда данное 
событие происходит, к общему числу возможных случаев. Как видно 
из данного определения, понятие классического определения вероят-
ности может применяться редко.  

Статистическое определение вероятности, как показывает само 
название, базируется на статистических материалах. Наблюдая какое-либо 
случайное событие или осуществляя соответствующие испытания, можно 
определить относительную частоту возникновения данного события. При 
достаточно большом числе наблюдений или испытаний относительная 
частота возникновения события колеблется около некоторой постоянной 
величины, называемой статистической вероятностью данного случай-
ного события. Ее можно определить достаточно точно, если произвести 
большое число наблюдений или испытаний. 

Под «событием» в теории вероятностей понимается всякий 
факт, который в результате опыта может произойти или не произойти. 

Различные случайные события символически обозначаются 
большими буквами А, В, С; достоверное событие обозначается буквой 
U, а невозможное событие – буквой V. 

2.2. Связи между событиями 

Различные связи случайных событий и их символическое изо-
бражение даются ниже: 

1) BA ⊃ . Событие А содержится в В, т. е. если событие A про-
исходит, то обязательно происходит и событие В; 
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2) BA = . Событие А происходит, если происходит В, и наобо-

рот. Это условие эквивалентно двум условиям: BA ⊃  и AB ⊃ ; 

3) AB. События А и В происходят одновременно; 

4) BA+ . Происходит или событие А, или событие В, или оба 
одновременно (происходит хотя бы одно из событий А и В); 

5) BA− . Событие А происходит, но при этом событие В не про-

исходит; 
6) A  – событие противоположное А. Если А происходит, то A  

не происходит, и наоборот. При этом ,UAA =+  т. е. одно из событий 

А и A  обязательно происходит. Кроме того, VAA =⋅ , т. е. одновре-
менно А и A  не могут происходить; 

7) VAB = . События А и В несовместимы, т. е. одновременно 

произойти не могут. Отличие несовместимых событий от противопо-

ложных в том, что несовместимые события могут не происходить; 

8) 321 BBBA ++=  и VBBBBBB === 323121 . Событие А подраз-
деляется на частные случаи: В1, В2 и В3, которые попарно несовмес-
тимы. Событие А может не происходить вообще; 

9) UBBB =++ 321  и VBBBBBB === 323121 . Полная группа не-
совместимых событий. Одно из них обязательно происходит. 

Наглядное графическое представление указанных связей между 

случайными событиями дает рис. 2.1.  

 

Рис. 2.1 
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На данном рисунке рассмотренным случаям соответствует квад-

рат с площадью, равной единице. На площадь этого квадрата произ-
вольно ставится точка, что соответствует некоторому конкретному 

случаю. Если точка попадает в область A, то событие A происходит. 
Если она попадает вне области А, то событие А не происходит (пло-

щадь области А характеризует вероятность события А). Заштрихован-

ная часть квадрата соответствует событию. 

2.3. Вероятность события. Определение вероятности 

сложных событий в энергетике 

Вероятность события есть численная мера степени объективной 

возможности этого события. 

В дальнейшем будем обозначать вероятность события А через )(АР . 

Два случайных события, например А и В, будут считаться неза-

висимыми, если наступление одного из них не влияет на вероятность 

наступления другого, и зависимыми – в обратном случае. 
Обычно в энергетике приходится изучать вероятности не про-

стых случайных событий, а сложных случайных событий, являющих-

ся комбинациями ряда простых (элементарных). Определение вероят-
ности сложного события через известные значения вероятности про-

стых событий производится, исходя из так называемых законов веро-

ятности сложных событий. 

Для независимых случайных событий эти законы могут быть 

сформулированы следующим образом: 

1) вероятность возникновения хотя бы одного из двух случай-

ных независимых и несовместимых событий А и В равна сумме веро-

ятностей этих событий. Возникновение одного из двух случайных со-

бытий А и В символически обозначается их суммой BA+ : 

 )()()( ВРАРВАР +=+ ; (2.1) 

2) вероятность возникновения хотя бы одного из двух независи-

мых и совместимых случайных событий А и В может быть записана как 

 )()()()( АВРВРАРВАР −+=+ ; (2.2) 

3) вероятность одновременного возникновения двух несовмес-
тимых событий А и В равна нулю. Одновременное возникновение 
двух событий А и В символически обозначается их произведением 

АВ. В данном случае 
 0)( =АВР ; (2.3) 



 13

4) вероятность одновременного возникновения двух независи-

мых и совместимых событий равна произведению их вероятностей: 

 )()()( ВРАРАВР = ; (2.4) 

5) сумма вероятностей противоположных событий равна едини-

це. Событие А, противоположное данному событию А, всегда проис-
ходит, если не происходит событие А, и всегда не происходит, если 

событие А происходит, т. е. 

 1)()( =+ АРАР . (2.5)  

Вероятность противоположного события 

 )(1)( АРАР −= . (2.6) 

Рассмотрим применение указанных законов в энергетике. Ава-
рийные повреждения оборудования являются случайными события-

ми. При большом числе агрегатов электростанций и элементов сети 

повреждение одних устройств может сочетаться с повреждением дру-

гих устройств. Возникает задача определения вероятности одновре-
менного повреждения двух, трех и более устройств (агрегатов) или 

элементов сети. В ряде случаев необходимо также определять вероят-
ность того, что никаких повреждений в энергосистеме нет, т. к. эта 
величина характеризует надежность работы всего оборудования. Эти 

задачи возникают обычно при необходимости выбора оптимального 

решения, связанного с обеспечением надежности работы энергосис-
темы (выбор оптимального резерва мощности), или надежности пита-
ния отдельных потребителей (выбор оптимальной схемы электро-

снабжения потребителя), или устойчивости энергосистемы (выбор 

оптимального уровня устойчивости). Во всех этих случаях отдельные 
повреждения рассматриваются как независимые и совместимые слу-

чайные события. Вероятность каждого из них может быть определена 
как статистическая вероятность на основе длительного наблюдения 

над аварийностью данного или однотипного оборудования. 

Рассмотрим вероятности зависимых случайных событий. Пусть 

события А и В являются зависимыми, т. е. вероятность одного из этих 

событий изменяется, если происходит другое событие. Для оценки 

этого вводится понятие условной вероятности. 

Условной вероятностью события А по В называется вероят-
ность события А, если происходит событие В. Она обозначается через 

)( ВАР . 
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Основные законы для взаимозависимых случайных событий 
формулируются следующим образом:  

1) условная вероятность события А по В при их совместимости и 
взаимозависимости равна отношению вероятности одновременного 
наступления событий А и В к вероятности события В: 

 )()()( ВРАВРВАР = , (2.7) 

причем )(АВР  в этом случае не равно )()( ВРАР × ; 

2) вероятность одновременного наступления двух взаимозави-
симых и совместимых событий, как это следует из (2.7), равна произ-
ведению условной вероятности первого события по второму на веро-
ятность второго события: 

 )()()( ВРВАРАВР = . (2.8) 

Взаимозависимыми событиями в энергетике являются, напри-
мер, повреждения отдельных фаз линии передачи. При повреждении 
одной фазы линии передачи в сети с незаземленной нейтралью на-
пряжения других фаз возрастают в 3  раз, что увеличивает вероят-
ность повреждения других фаз. Но даже в сети с заземленной нейтра-
лью, где повышение напряжения на других фазах не происходит, ио-
низация воздуха, обусловленная коротким замыканием на одной фазе, 
способствует перекрытию других фаз. Если исходное повреждение 
одной фазы является независимым случайным событием, то одновре-
менное повреждение фаз в том же месте является зависимым случай-
ным событием.  

2.4. Формула Бернулли и общие случаи определения 
вероятности повреждения оборудования 

При большом числе однотипных агрегатов в электрической сис-
теме вероятности повреждения различного числа агрегатов могут 
быть определены по биномиальной формуле вероятности для схемы 
независимых испытаний (схема Бернулли). 

Во многих практических случаях при многократных независи-
мых испытаниях могут быть только два исхода: случайное событие А 
произойдет или не произойдет. Пусть вероятность того, что в каждом 
из этих независимых испытаний событие А произойдет, равна р,  
где р – статистическая вероятность. Тогда вероятность противопо-
ложного события (событие А не происходит) 
 pq −=1 . 
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Зная р или q, можно определить вероятность того, что в n неза-
висимых испытаниях событие А, например, повреждение агрегата, 
случится m раз. Обозначим эту вероятность через m

nP . Она равна про-

изведению числа комбинаций из n по m на вероятность события в 

степени m и на противоположную вероятность в степени )( mn − : 

 ( )
mnmmnmm

n
m

n qp
mnm

nqpCP −−

−
==

!!

! . (2.9) 

Выражение (2.9) называют формулой биномиального распреде-
ления. Очевидно, что 

 1
0

=∑
=

n

m

m
nP , (2.10) 

т. к. эта сумма охватывает все возможные события (т варьируется  

от 0 до n). 

Формулу (2.9) можно получить также, рассуждая следующим 

образом. Рассмотрим выражение npq )( + . Оно, очевидно, равно еди-

нице, так как 1)( =+ pq . Разлагая n-ю степень бинома )( pq +  в ряд по 

известному закону, получим 

 ( ) .1...22
2

1 =++++=+ −− nnnnnn
ppqCpnqqpq  (2.11) 

Нетрудно понять смысл членов разложения. Первый член q
n со-

ответствует вероятности того, что в n испытаниях событие А не про-

изойдет ни разу, т. е. равен 0

nP , второй член – вероятности того, что в 

n испытаниях событие A произойдет только один раз, т. е. равен 1
nP . 

Действительно, вероятность того, что событие произойдет при каком-

то одном определенном испытании, будет 1−npq , а вероятность того, 

что событие произойдет при каком-то любом одном испытании, в n 

раз больше и т. п. Член разложения )1( +m -й, соответствующий веро-

ятности того, что событие происходит m раз, равен mnmm
n qpC − ,  

т. е. m
nP . 

Используя выражение (2.9) можно записать общие случаи опре-
деления вероятностей повреждения оборудования. 

Примем следующие условности: 

n – общее число однотипных элементов в группе; 
p – вероятность повреждения любого элемента; 
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pq −=1  – вероятность противоположного состояния; 

m – количество поврежденных элементов. 

1) повреждено m элементов из n 

 mnmm
n

m
n qpCP −= ; 

2) повреждено элементов от m1 до m2 из n 

 ∑ −≤≤ =
2

1

21

m

m

mnmm
n

mmm
n qpCP ; 

3) повреждено не более k элементов из n 

 ∑ −≤< =
k

mnmm
n

km
n qpCP

0

0 ; 

4) повреждено более k элементов из n 

 ∑
+

−> =
n

k

mnmm
n

km
n qpCP

1

; 

5) m элементов находятся в рабочем состоянии из n 

 mmnm
n

m
n qpCP −= ; 

6) все элементы находятся в рабочем состоянии (m = 0) 

 nn
nn qqpCP == −0000 . 

3. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ИХ ЗАКОНЫ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

3.1. Случайные величины в энергетике 

Случайной величиной называется величина, которая в результа-
те опыта может принять то или иное значение, причем неизвестно за-
ранее, какое именно. 

К случайным величинам в энергетике относятся такие важные 
параметры режима, как спрос электрической мощности и энергии, от-
клонения частоты и напряжения в электрических сетях от номиналь-

ных значений, располагаемая мощность электростанций, мощность 

агрегатов в аварийном ремонте, длительности безаварийной работы  

и аварийного ремонта отдельных агрегатов, напор на гидростанциях  

и т. д. Знание закономерностей изменения этих случайных величин 
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необходимо как при проектировании, так и при эксплуатации энерге-
тических систем. Основой для их изучения является статистический 

материал и методы теории вероятностей. 

Прежде чем рассматривать случайные величины в энергетике, 
остановимся на методах описания их закономерностей. Случайные 
величины можно разделить на два класса: дискретные и непрерыв-

ные. Случайные величины, принимающие только отделенные друг от 
друга значения, которые можно заранее перечислить, называются 

прерывными или дискретными случайными величинами.  

Существуют случайные величины другого типа. Возможные 
значения таких случайных величин не отделены друг от друга; они 

непрерывно заполняют некоторый промежуток, который иногда име-
ет резко выраженные границы, а чаще – границы неопределенные, 
расплывчатые. 

Такие случайные величины, возможные значения которых не-
прерывно заполняют некоторый промежуток, называются непрерыв-
ными случайными величинами. 

Значения непрерывных случайных величин могут изменяться 

непрерывно, т. е. даже в ограниченных интервалах такие величины 

могут иметь бесконечно большое число значений.  

Примеры прерывных случайных величин: 

1) число появлений герба при трех бросаниях монеты (возмож-

ные значения 0, 1, 2, 3); 

2) частота появления герба в том же опыте (возможные значения 

0, 
3

1
, 

3

2
, 1); 

3) число отказавших элементов в приборе, состоящем из пяти 

элементов (возможные значения 0, 1, 2, 3, 4, 5); 

4) число агрегатов, вышедших аварийно из работы. 

Эти числа в ограниченном интервале являются конечными.  

Примеры непрерывных случайных величин: 

1) абсцисса (ордината) точки попадания в окружность, 

радиуса R; 

2) ошибка прогнозирования суммарного спроса мощности; 

3) время безотказной работы элементов системы электроснаб-

жения. 
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3.2. Статистический ряд, многоугольник  
распределения вероятности 

Рассмотрим прерывную случайную величину Х с возможными 
значениями nххх ...,,, 21 . Каждое из этих значений возможно, но не 
достоверно, и величина Х может принять каждое из них с некоторой 
вероятностью. В результате опыта величина Х примет одно из этих 
значений, т. е. произойдет одно из полной группы несовместных со-
бытий: 

 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

=
=

.

........

,

,

2

1

nхХ

хХ
хХ

. (3.1) 

Обозначим вероятности этих событий буквами р с соответст-
вующими индексами: 

 nn рхХРрхХРрхХР ====== )(...;;)(;)( 2211 , 

т. е. распределение вероятностей различных значений может быть за-
дано таблицей распределения, в которой в верхней строке указывают-
ся все значения, принимаемые данной дискретной случайной величи-
ной, а в нижней – вероятности соответствующих ей значений.  

Так как несовместные события (3.1) образуют полную группу, то 

 1
1

=∑
=

n

i
iр , 

т. е. сумма вероятностей всех возможных значений случайной вели-
чины равна единице.  

Распределение вероятностей непрерывных случайных величин 
нельзя представить в виде таблицы, так как число значений таких 
случайных величин бесконечно даже в ограниченном интервале. 
Кроме того, вероятность получить какое-либо определенное значение 
равна нулю.  

Случайная величина будет полностью описана с вероятностной 
точки зрения, если мы зададим это распределение, т. е. в точности 
укажем, какой вероятностью обладает каждое из событий. Этим мы 
установим так называемый закон распределения случайной величины. 

Законом распределения случайной величины называется всякое 
соотношение, устанавливающее связь между возможными значения-
ми случайной величины и соответствующими им вероятностями. Про 
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случайную величину мы будем говорить, что она подчинена данному 
закону распределения. 

Установим форму, в которой может быть задан закон распределе-
ния прерывной случайной величины X. Простейшей формой задания 
этого закона является таблица, в которой перечислены возможные зна-
чения случайной величины и соответствующие им вероятности: 

 

xi x1 x2 ⋅ ⋅ ⋅ xn 

pi p1 p2 ⋅ ⋅ ⋅ pn 

 

Такую таблицу мы будем называть рядом распределения слу-

чайной величины X. 

 

x1       x2   x3     x4       x5        x6 

0 

pi 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 

p6 

 

Рис. 3.1 

Чтобы придать ряду распределения более наглядный вид, часто 
прибегают к его графическому изображению: по оси абсцисс отклады-
ваются возможные значения случайной величины, а по оси ординат – 
вероятности этих значений. Для наглядности полученные точки соеди-
няются отрезками прямых. Такая фигура называется многоугольником 
распределения (рис. 3.1). Многоугольник распределения, также как  
и ряд распределения, полностью характеризует случайную величину. 
Он является одной из форм закона распределения.  

Иногда удобной оказывается так называемая «механическая» 
интерпретация ряда распределения. Представим себе, что некоторая 
масса, равная единице, распределена по оси абсцисс так, что в n от-
дельных точках nххх ...,,, 21  сосредоточены соответственно массы 

nppp ...,,, 21 . Тогда ряд распределения интерпретируется как система 
материальных точек с какими-то массами, расположенных на оси 
абсцисс. 



 20

3.3. Функция и плотность распределения  

вероятности 

Для непрерывной случайной величины составить таблицу, в ко-

торой были бы перечислены все возможные значения такой случай-

ной величины, невозможно. Кроме того, как мы увидим в дальней-

шем, каждое отдельное значение непрерывной случайной величины 

обычно не обладает никакой отличной от нуля вероятностью. Следо-

вательно, для непрерывной случайной величины не существует ряда 
распределения в том смысле, в каком он существует для прерывной 

величины. Однако различные области возможных значений случай-

ной величины все же не являются одинаково вероятными, и для не-
прерывной величины существует «распределение вероятностей», хотя 

и не в том смысле, как для прерывной. 

Для количественной характеристики этого распределения веро-

ятностей удобно воспользоваться не вероятностью события xX = ,  

а вероятностью события xX < , где х – некоторая текущая перемен-

ная. Вероятность этого события, очевидно, зависит от х, есть некото-

рая функция от х. Эта функция называется функцией распределения 
случайной величины Х и обозначается F(х): 
 )()( xXPxF <= .  (3.2) 

Функцию распределения F(х) иногда называют также инте-
гральной функцией распределения или интегральным законом распре-
деления. 

Функция распределения – самая универсальная характеристика 

случайной величины. Она существует для всех случайных величин: 

как прерывных, так и непрерывных. Функция распределения полно-

стью характеризует случайную величину с вероятностной точки зре-
ния, т. е. является одной из форм закона распределения. 

Сформулируем некоторые общие свойства функции распреде-
ления. 

1. Функция распределения F(х) есть неубывающая функция сво-

его аргумента, т. е. при 12 xx >   )()( 12 xFxF ≥ . 

2. На минус бесконечности функция распределения равна нулю:  

 0)( =−∞F . 

3. На плюс бесконечности функция распределения равна единице:  
 1)( =+∞F . 



 21

График функции распределения F(х) в общем случае представ-

ляет собой график неубывающей функции (рис. 3.2), значения кото-

рой начинаются от 0 и доходят до 1, причем в отдельных точках 

функция может иметь скачки (разрывы). 

 

Рис. 3.2 

Зная ряд распределения прерывной случайной величины можно 

легко построить функцию распределения этой величины. Действи-

тельно, 

 ∑
<

==<=
xx

i

i

xXPxXPxF )()()( , 

где неравенство xхi <  под знаком суммы указывает, что суммирова-
ние распространяется на все те значения iх  которые меньше х. 

Когда текущая переменная х проходит через какое-нибудь из 
возможных значений прерывной величины X, функция распределения 

меняется скачкообразно, причем величина скачка равна вероятности 

этого значения. 

Функция распределения любой прерывной случайной величины 

всегда есть разрывная ступенчатая функция, скачки которой происхо-

дят в точках, соответствующих возможным значениям случайной  ве-
личины, и равны вероятностям этих значений. Сумма всех скачков 

функции F(х) равна единице. 
Введем обозначение: 

 )(')( xFxf = . (3.3) 

Функция )(xf  – производная функции распределения – харак-

теризует как бы плотность, с которой распределяются значения слу-
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чайной величины в данной точке. Эта функция называется плотно-

стью распределения (иначе, «плотностью вероятности») непрерывной 

случайной величины X. 

3.4. Числовые характеристики случайных величин 

Характеристики, назначение которых – выразить в сжатой фор-

ме наиболее существенные особенности распределения, называются 

числовыми характеристиками случайной величины. 

В теории вероятностей и математической статистике применя-

ется большое количество различных числовых характеристик, имею-

щих различное назначение и различные области применения. 

Среди числовых характеристик случайных величин нужно пре-
жде всего отметить те, которые характеризуют положение случайной 

величины на числовой оси, т. е. указывают некоторое среднее, ориен-

тировочное значение, около которого группируются все возможные 
значения случайной величины. 

Из характеристик положения в теории вероятностей важнейшую 

роль играет математическое ожидание случайной величины, кото-

рое иногда называют просто средним значением случайной величины. 

Рассмотрим дискретную случайную величину X, имеющую воз-
можные значения nххх ...,,, 21  с вероятностями nppp ...,,, 21 . Нам тре-
буется охарактеризовать каким-то числом положение значений слу-

чайной величины на оси абсцисс с учетом того, что эти значения 

имеют различные вероятности. Для этой цели естественно воспользо-

ваться так называемым «средним взвешенным» из значений хi, при-

чем каждое значение хi при осреднении должно учитываться с «ве-
сом», пропорциональным вероятности этого значения. Таким обра-
зом, мы вычислим среднее значение случайной величины X, которое 
мы обозначим  

 [ ]
∑

∑

=

==
+++
+++

=
n

i
i

n

i
ii

n

nn

p

px

ppp

pxpxpx
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или, учитывая, что 1
1
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=
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i
ip , 
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=

=
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i
ii pхXM

1

. (3.4) 
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Это среднее взвешенное значение и называется математическим 

ожиданием случайной величины. Таким образом, мы ввели в рас-
смотрение одно из важнейших понятий теории вероятностей – поня-

тие математического ожидания. 

Математическим ожиданием случайной величины называется 
сумма произведений всех возможных значений случайной величины на 

вероятности этих значений. 

Заметим, что в вышеприведенной формулировке определение 
математического ожидания справедливо, строго говоря, только для 

дискретных случайных величин. Ниже будет дано обобщение этого 

понятия на случай непрерывных величин. 

Формула (3.4) для математического ожидания соответствует 
случаю дискретной случайной величины. Для непрерывной величины 

Х математическое ожидание, естественно, выражается уже не суммой, 

а интегралом: 

 [ ] ∫
∞

∞−

= dxxxfXM )( , (3.5) 

где f(х) – плотность распределения величины X. 

Формула (3.5) получается из формулы (3.4), если в ней заменить 

отдельные значения хi непрерывно изменяющимся параметром х, со-

ответствующие вероятности рi – элементом вероятности dxxf )( , ко-

нечную сумму – интегралом.  

Кроме характеристик положения – средних, типичных значений 

случайной величины, – употребляется еще ряд характеристик, каждая из 
которых описывает то или иное свойство распределения. В качестве та-
ких характеристик чаще всего применяются так называемые моменты. 

Чаще всего применяются на практике моменты двух видов: на-
чальные и центральные. 

Начальным моментом s-го порядка прерывной случайной вели-

чины Х называется сумма вида: 

 [ ] ∑
=

=α
n

i
i

s
is pxX

1

. (3.6) 

Для непрерывной случайной величины Х начальным моментом 

s-го порядка называется интеграл 

 

[ ] ∫
∞

∞−

=α dxxfxX s
s )(

  

. (3.7)
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Нетрудно убедиться, что введенная характеристика положения – 

математическое ожидание – представляет собой не что иное, как пер-

вый начальный момент случайной величины X. 

Общее определение начального момента s-го порядка, справед-

ливое как для прерывных, так и для непрерывных величин: 

 [ ] [ ]s
s XMX =α , (3.8) 

т. е. начальным моментом s-го порядка случайной величины Х назы-

вается математическое ожидание s-й степени этой случайной 

 величины. 

Введем новое понятие «центрированной случайной величины». 

Пусть имеется случайная величина Х с математическим ожида-
нием тх. Центрированной случайной величиной, соответствующей ве-
личине X, называется отклонение случайной величины Х от ее мате-
матического ожидания: 

 ][XMXX −=
o

. (3.9) 

Условимся в дальнейшем везде обозначать центрированную 

случайную величину, соответствующую данной случайной величине, 

той же буквой со значком 
o

 наверху. 

Моменты центрированной случайной величины носят название 
центральных моментов. 

Таким образом, центральным моментом порядка s случайной 

величины Х называется математическое ожидание s-й степени соот-
ветствующей центрированной случайной величины: 

 [ ] ]])[[(][ ss
s XMXMXMX −==μ

o

. (3.10) 

Для прерывной случайной величины s-й центральный момент 
выражается суммой 

 ∑
=

−=μ
n

i
i

s
is pXMx

1

])[( , (3.11) 

а для непрерывной – интегралом 

 ∫
∞

∞−

−=μ dxxfXMx s
s )(])[( . (3.12) 
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Для любой случайной величины центральный момент первого 

порядка равен нулю: 

 0]][[][1 =−==μ XMXMXM
o

, (3.13) 

т. к. математическое ожидание центрированной случайной величины 

всегда равно нулю. 

Из всех моментов в качестве характеристик случайной величи-

ны чаще всего применяются первый начальный момент (математиче-
ское ожидание) 1][ aXM =  и второй центральный момент μ2. 

Второй центральный момент называется дисперсией случайной 

величины. Ввиду крайней важности этой характеристики среди дру-

гих моментов введем для нее специальное обозначение ][XD : 

 ][2 XD=μ . 

Согласно определению центрального момента 

 ][][ 2
o

XMXD = , (3.14) 

т. е. дисперсией случайной величины Х называется математическое 
ожидание квадрата соответствующей центрированной величины. 

Заменяя в выражении (3.14) величину 
o

X  ее выражением, имеем 

также: 
 ]])[[(][ 2XMXMXD −= . (3.15) 

Для непосредственного вычисления дисперсии служат формулы: 

 ∑
=

−=
n

i
ii pXMxXD

1

2])[(][ ,  (3.16) 

 ∫
∞

∞−

−= dxxfXMxXD )(])[(][ 2 , (3.17) 

соответственно для прерывных и непрерывных величин. 
Дисперсия случайной величины есть характеристика рассеивания, 

разбросанности значений случайной величины около ее математическо-
го ожидания. Само слово «дисперсия» означает «рассеивание». 

Если обратиться к механической интерпретации распределения, 
то дисперсия представляет собой не что иное, как момент инерции за-
данного распределения масс относительно центра тяжести (математи-
ческого ожидания). 
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Дисперсия случайной величины имеет размерность квадрата 
случайной величины; для наглядной характеристики рассеивания 

удобнее пользоваться величиной, размерность которой совпадает  
с размерностью случайной величины. Для этого из дисперсии извле-
кают квадратный корень. Полученная величина называется средним 

квадратическим отклонением (иначе – «стандартом») случайной ве-
личины X. Среднее квадратическое отклонение будем обозначать 

][Xσ : 

 ][][ XDX =σ . (3.18) 

На практике часто применяется формула, выражающая диспер-

сию случайной величины через ее второй начальный момент, которая 

в новых обозначениях будет иметь вид: 

 2
2 ])[(][ XMXD −α= . (3.19) 

Математическое ожидание (м. о.) ][XM  и дисперсия ][XD  (или 

среднее квадратическое отклонение ][σ X ) – наиболее часто приме-
няемые характеристики случайной величины. 

В теории вероятностей доказывается ряд теорем, связанных  

с м. о. случайных величин, которые приводятся без доказательств: 

1) м. о. постоянной величины С равно этой величине, т. е. 
[ ] ССМ = , т. к. вероятность постоянной величины равна единице; 

2) м. о. произведения случайной величины на постоянную С 

равно произведению постоянной величины С на м. о. случайной ве-
личины: 

 [ ] [ ]ХСМСМ =η ; (3.20) 

3) м. о. суммы случайных величин равно сумме м. о. каждой из 
величин в отдельности: 

 [ ] [ ] [ ]β+α=β+α МММ ; (3.21) 

4) м. о. произведения независимых случайных величин равно 

произведению м. о. каждой из величин: 

 [ ] [ ] [ ]βα=αβ МММ . (3.22) 

В теории вероятностей доказывается ряд теорем, связанных  

с дисперсией случайных величин, которые приводятся без доказа-
тельств: 
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1. Дисперсия постоянной величины С равна нулю: 

 [ ] 0=CD . (3.23) 

2. Дисперсия произведения постоянной величины С на случай-

ную величину η равна произведению квадрата постоянной величины 

С на дисперсию случайной величины η: 

 [ ] [ ]η=η DCCD 2 . (3.24) 

3. Дисперсия суммы постоянной С и случайной η величин равна 
дисперсии случайной величины: 

 [ ] [ ]ХDХCD =+ . (3.25) 

4. Дисперсия суммы независимых случайных величин ε и η) 

равна сумме дисперсий этих величин: 

 [ ] [ ] [ ]η+ε=η+ε DDD . (3.26) 

5. Дисперсия среднеарифметического от ряда п случайных вели-

чин с одинаковой дисперсией в n раз меньше дисперсии каждой из 
этих величин в отдельности: 

 [ ] [ ] [ ]( ) [ ]
n

D
DDD

nn
D i

n
n η

=η++η+η=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ η++η+η

...1...
212

21 . 

3.5. Законы распределения вероятностей  

случайных величин 

В энергетике широко применяют случайные величины со сле-
дующими распределениями вероятностей: равномерное, простейшее 
нормальное, общее нормальное, биномиальное, по закону Пуассона. 
Нормальное распределение, как простейшее, так и общее, используют 
при нахождении вероятностей ошибок прогнозирования нагрузки по-
требителей энергосистемы, отклонения нагрузки энергосистемы и от-
дельных ее узлов от средних значений и т. п. Биномиальное распреде-
ление и распределение по закону Пуассона применяют при определе-
нии вероятностей различных значений аварийных снижений мощно-
сти в энергосистеме и аварийного выхода различного числа агрегатов 
в группе однотипных и т. д. Равномерное распределение служит ос-
новой метода статистических испытаний (метод Монте-Карло), при-
меняющегося при определении резерва мощности, отказа в срабаты-
вании автоматики и т. п.  
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Из-за отсутствия соответствующих статистических материалов 

не всегда можно задать таблицы распределения вероятностей для 

дискретных случайных величин или функции распределения и плот-
ности распределения вероятностей для непрерывных случайных ве-
личин. Однако и не для всех практических задач требуется знать ве-
роятностные характеристики случайной величины. Во многих случа-
ях достаточно знать основные числовые характеристики, случайных 

величин, к числу которых относятся математическое ожидание, дис-
персия, стандартное отклонение и моменты случайной величины.  

Случайная величина может приобретать различные значения, 

поэтому важно знать ее среднее значение. Однако, если известна со-

вокупность значений случайной величины, то простое среднее значе-
ние, определяемое как сумма возможных значений, разделенная на их 

число, еще не характеризует действительных условий. Ведь различ-

ные значения случайной величины могут иметь различные вероятно-

сти, и поэтому более вероятные значения будут чаще встречаться на 
практике и в большей мере определять истинное среднее значение 
случайной величины. Поэтому для оценки среднего (в вероятностном 

смысле) значения случайной величины вводится понятие математиче-
ского ожидания, представляющего собой действительно среднее зна-
чение случайной величины. 

3.5.1. Определение вероятности, подчиняющейся  

нормальному закону распределения 

Простейшее нормальное распределение непрерывной 

случайной величины 

Плотность вероятности для простейшего нормального распреде-
ления 22

)21()( xexf −= π . 

Графически плотность вероятности простейшего нормального 
распределения изображается кривой, симметричной относительно оси 

ординат с максимальным значением π21  при 0=х  (рис. 3.3). 

Функция распределения  

 ∫
∞

∞−

−

π
= dxexF x 22

2

1)( . 
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х 

f 

π2

1  
22

2

1)( хехf −

π
=  

0  

Рис. 3.3 

Вероятность попадания случайной величины в интервал ),( 21 xx  

 )(Ф
2

1)(Ф
2

1

2

1)( 12
2

21

2

1

2

xxdxexxP

x

x

x −=
π

=<η≤ ∫ − , 

где Ф(х) – интеграл вероятности.  

Вероятность попадания в интервал ±α от нулевого значения 

 )(Ф
2

1

2

2)(
0

22

α=
π

=α<η≤α− ∫
α

− dxeP x . 

Общее нормальное распределение непрерывной  

случайной величины 

Плотность вероятности для такого распределения 

 )2()( 22

)21()( σπ axexf −−= , 

где σ и а – постоянные величины.  

Кривая плотности вероятности представлена на рис. 3.4.  

Наибольшее значение плотности соответствует значению ах =   

и равно )2(1 πσ . С изменением параметра σ максимальное значение 
плотности вероятности изменяется обратно пропорционально величине 
σ. Функция распределения 

 ∫
∞−

σ−−

πσ
=

x
ax dxexF )2()( 22

2

1)( , 
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а, следовательно, вероятность 

 ∫
σ−−

πσ
=<η≤

2

1

)22(2)(

2

1)( 21

x

x

dxexxP
ax

. (3.27) 

 

х 

f 

πσ 2

1  2

2

2

)(

2

1)( σ

α−−

πσ
=

х

ехf

а 0 
 

Рис. 3.4 

Если в (3.27) заменить переменную х на z так, чтобы σ−= )( axz , то 

 

).(Ф
2

1)(Ф
2

1

2

1

2

1)(

12

21

2

1

2

2
2

1

2

2

σ
−

−
σ
−

=

=
π

=
π

=<η≤ ∫∫
σ
−

σ
−

−−

axax

dzedzexxP

ax

ax

z

z

zz

 

Аналогично, функция распределения 

 )(Ф
2

1

2

1

2

1)(
2

2

σ
−+=

π
= ∫

σ
−

∞−

−
axdzexF

ax
z

. 

Таким образом, можно определять функцию распределения и 
вероятность попадания в заданный интервал для непрерывной слу-
чайной величины, имеющей общее нормальное распределение, поль-
зуясь интегралом вероятностей, как и в случае простейшего нормаль-
ного распределения. При этом в пределах интеграла значения х заме-
няются на σ− )( ах .  
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3.5.2. Определение вероятности, подчиняющейся  

равномерному закону распределения 

Равномерное распределение 

Величина, имеющая неизменную плотность вероятности, назы-

вается равномерно распределенной непрерывной случайной величи-

ной. При этом функция распределения изменяется по линейному за-
кону. Если непрерывная случайная величина равномерно распределе-
на только в интервале ),( bа , то вероятность попадания в этот интер-

вал равна единице:  

 ∫ =
b

a

dxxf 1)( . 

Так как в данном случае плотность вероятности )(xf  – величина 
постоянная, то ее можно вынести за знак интеграла:  

 ∫ =−=
b

a

abxfdxxf 1))(()( . 

Следовательно, для равномерного распределения 

 )/(1)( abxf −= ; 

  1)()( ∫∫ −
−=

−
==

∞

∞−

x

a
ab

axdx
ab

dxxfxF . 

Величина плотности распределения вероятности является об-

ратной по отношению к величине интервала. Чем больше интервал, 

тем меньше плотность распределения вероятности. Вероятность по-

падания случайной величины в интервал ),( dс  

 ∫ −
−==<η≤

d

c
ab

cddxxfdcP  )()( . 

Таким образом, вероятность попадания в какой-либо внутрен-

ний интервал равна отношению величины этого интервала к величине 
всего интервала распределения. 
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3.5.3. Определение вероятности, подчиняющейся  

биномиальному закону распределения 

Биномиальное распределение дискретной  

случайной величины 

Это распределение соответствует схеме независимых испытаний 

с двумя исходами. Пусть происходит n испытаний, в каждом из кото-

рых случайное событие А может произойти с вероятностью р или не 
произойти с вероятностью pq −=1 . Определим вероятность m

nP  того, 

что событие произойдет в т случаях из числа n. 

Найдем вероятность того, что событие А произойдет в т первых 

испытаниях, но не произойдет в последующих mn −  испытаниях. По 

закону умножения вероятностей она равна mnmqp − . Но это только 

один из случаев, когда событие А происходит т раз. Необязательно, 

чтобы оно произошло в m первых испытаниях. Если оно произойдет в 

любых других по порядку испытаниях, то вероятность его будет по-

прежнему равна mnmqp − .  

Возможное число комбинаций всех испытаний, если событие А 

происходит в m случаях, очевидно, равно 
)!(!

!

mnm

nC m
n

−
= , поэтому 

искомая вероятность mnmqp
mnm

nmP −=
−

=
)!(!

!)( . 

Это выражение называется формулой биноминального закона 

распределения вероятностей. Очевидно, что сумма ∑
=

=
n

m

m
nP

0

1, т. к. 

она охватывает все случаи. 

Рассматривая число возникновения события А при n испытаниях 

как случайную дискретную величину m, запишем формулу для веро-

ятности дискретной величины 

 mnmmnmm
n

m
n qp

mnm

nqpСP −− =
−

=
)!(!

! , 

где т может принимать целочисленные значения от 0 до n.  
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3.5.4. Определение вероятности по закону Пуассона 

Распределение дискретной случайной величины,  

принимающей целочисленные значения от 0 до ∞  

и распределенной по Пуассону 

Вероятность того, что дискретная случайная величина, распре-
деленная по Пуассону, примет значение т, определяется по формуле  

 .!mm
m eP

λ

λ=  (3.28) 

При этом вероятности значений случайной величины, распреде-
ленной по Пуассону, составляют ряд:  

 λ−λ−λ− λ=λ== еРеРеР 25,0)2(;)1(;)0( , 

где  λ – постоянная величина. 
При малых значениях р или q вероятности различных значений 

случайной величины по биномиальному распределению близки к ана-
логичным вероятностям распределения по Пуассону. В частности, 
при определении вероятностей аварийного снижения мощности  
в энергосистеме, если р или q мало, а число агрегатов велико, может 
быть использована формула вероятности (3.28). Однако расчет веро-
ятностей по Пуассону проще, т. к. имеются готовые таблицы таких 
вероятностей. Во многих случаях при малых значениях р или q бино-
миальное распределение заменяют распределением по Пуассону.  
В связи с изложенным, закон распределения по Пуассону часто назы-
вают законом редких явлений. Полученные результаты сведем в таб-
лицу 3.1.  

Таблица 3.1 

Вид распре-
деления 

Функция  

распределения  

вероятности 

Плотность 

вероятности 

Вероятность попадания 

в интервал (x1, x2) 

Равномерное 
в интервале 
(а, b) 

ab

ax

−
−  

ab −
1  

ab

xx

−
− 12  

Простейшее 
нормальное 

)(Ф
2

1

2

1

2

1 2

2

x

dxe

x x

+=

=
π
∫
∞−

−

 2

2

2

1
х

е
−

π
 

)(Ф
2

1)(Ф
2

1

2

1

12

2

2

1

2

xx

dxe

x

x

х

−=

=
π
∫

−
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Окончание табл. 3.1 

Вид распре-
деления 

Функция  

распределения  

вероятности 

Плотность 

вероятности 

Вероятность попадания 

в интервал (x1, x2) 

Общее  
нормальное 

)(Ф
2

1

2

1

2

1 2

2

σ
−+=

=
π
∫
σ
−

∞−

−

ax

dze

ах
х

 
2

2

2

)(

2

1 σ
−−

πσ

ах

е  

)(Ф
2

1

)(Ф
2

1

2

1

1

2

2

2

1

2

σ
−

−

−
σ
−

=

=
π
∫
σ
−

σ
−

−

ax

ax

dze

ах

ах

х

 

Биномиаль-

ное ∑
=

−
m

m

mnmm

n qpC
0

 – – 

По Пуассону ∑
=

λ−λm

m

m

m

e

0 !
 – – 

 

3.5.5. Числовые характеристики случайных величин 

при различных законах распределения вероятности 

В соответствии с определениями числовых характеристик слу-

чайных величин для различных законов, распределения могут быть 

сведены в таблицу 3.2.  

Таблица интеграла вероятностей (табл. 3.3) подсчитывается по 

формуле  

 ∫
−

π
=Φ

x t

dtex
0

2

2

2

2)( , 

причем )()( xx Φ−=−Φ . 

Таблица 3.2 

Вид  

распределения 

Математическое 
ожидание М(η) 

Дисперсия D(η) 
Стандартное  

отклонение δ(η) 

Равномерное  
в интервале (а, b) 2

ba +  
12

)( 2ab −
 

32

ab −  

Простейшее нормальное 0 1 1 

Общее нормальное  
с параметрами а и σ 

а σ2 σ 
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Окончание табл. 3.2 

Вид  

распределения 

Математическое 
ожидание М(η) 

Дисперсия D(η) 
Стандартное  

отклонение δ(η) 

Биномиальное:    

m np npq npq  

n

m  
p 

n

pq
 

n

pq
 

По Пуассону λ λ λ  
 

Таблица 3.3 

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) 

0,00 

0,05 

0,10 

0,15 

0,20 

0,25 

0,30 

0,35 

0,40 

0,45 

0,50 

0,55 

0,60 

0,65 

0,70 

0,75 

0,80 

0,85 

0,90 

0,0000 

0,0399 

0,0797 

0,1192 

0,1585 

0,1974 

0,2358 

0,2737 

0,3108 

0,3473 

0,3829 

0,4177 

0,4515 

0,4843 

0,5161 

0,5467 

0,5763 

0,6047 

0,6319 

0,95 

1,00 

1,05 

1,10 

1,15 

1,20 

1,25 

1,30 

1,35 

1,40 

1,45 

1,50 

1,55 

1,60 

1,65 

1,70 

1,75 

1,80 

1,85 

0,6579 

0,6827 

0,7063 

0,7287 

0,7499 

0,7699 

0,7887 

0,8064 

0,8230 

0,8385 

0,8529 

0,8664 

0,8789 

0,8904 

0,9011 

0,9109 

0,9199 

0,9281 

0,9357 

1,90 

1,95 

2,00 

2,10 

2,20 

2,30 

2,40 

2,50 

2,60 

2,70 

2,80 

2,90 

3,00 

3,50 

4,00 

– 

– 

– 

– 

0,9426 

0,9488 

0,9545 

0,9643 

0,9722 

0,9786 

0,9836 

0,9876 

0,9907 

0,9931 

0,9949 

0,9963 

0,9973 

0,9995 

0,9999 

– 

– 

– 

– 

 

4. СИСТЕМЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

4.1. Понятие о системе случайных величин 

В практических применениях теории вероятностей очень часто 

приходится сталкиваться с задачами, в которых результат опыта опи-

сывается не одной случайной величиной, а двумя или более случай-

ными величинами, образующими комплекс или систему. Условимся 



 36

систему нескольких случайных величин WYX ...,,,  обозначать 

)...,,,( WYX . 

Свойства системы нескольких случайных величин не исчерпы-

ваются свойствами отдельных величин, ее составляющих: помимо 

этого, они включают также взаимные связи (зависимости) между слу-

чайными величинами. 

При рассмотрении вопросов, связанных с системами случайных 

величин, удобно пользоваться геометрической интерпретацией сис-
темы. Например, систему двух случайных величин ),( YX  можно изо-

бражать случайной точкой на плоскости с координатами Х и Y 

(рис. 4.1). Аналогично система трех случайных величин может быть 

изображена случайной точкой в трехмерном пространстве. Часто бы-

вает удобно говорить о системе п, случайных величин как о «случай-

ной точке в пространстве п измерений». Несмотря на то, что послед-

няя интерпретация не обладает непосредственной наглядностью, 

пользование ею дает некоторый выигрыш в смысле общности терми-

нологии и упрощения записей.  
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Рис. 4.1  Рис. 4.2 

Часто вместо образа случайной точки для геометрической ин-

терпретации системы случайных величин пользуются образом слу-

чайного вектора. Систему двух случайных величин при этом рассмат-
ривают как случайный вектор на плоскости хОy, составляющие кото-

рого по осям представляют собой случайные величины X, Y (рис. 4.2). 

Система трех случайных величин изображается случайным вектором 

в трехмерном пространстве, система п случайных величин – случай-

ным вектором в пространстве п измерений. При этом теория систем 

случайных величин рассматривается как теория случайных векторов. 
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4.2. Функция распределения системы  

двух случайных величин 

Функцией распределения системы двух случайных величин 

),( YX  называется вероятность совместного выполнения двух нера-
венств xX <  и yY < : 

 ( )))((),( yYxXPyxF <<= .  (4.1) 

Если пользоваться для геометрической интерпретации систе-

мы образом случайной точки, то функция распределения ),( yxF  

есть не что иное, как вероятность попадания случайной точки 

),( YX  в бесконечный квадрант с вершиной в точке ),( yx , лежащий 

левее и ниже ее (рис. 4.3).  
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Рис. 4.3 

Ранее были приведены основные свойства функции распределе-
ния F(х) для одной случайной величины. Сформулируем свойства для 

функции распределения системы случайных величин. 

1. Функция распределения F(х, у) есть неубывающая функция 

обоих своих аргументов, т. е. 
при ),(),( 1212 yxFyxFxх ≥> ; 

при ),(),( 1212 yxFyxFyy ≥> . 

2. Повсюду на ∞−  функция распределения равна нулю: 

 0),(),(),( =∞−−∞=−∞=∞− FyFxF . 

3. При одном из аргументов, равном ∞+  функция распределе-
ния системы превращается в функцию распределения случайной ве-
личины, соответствующей другому аргументу: 

 )(),(),(),( 21 yFyFxFxF =+∞=∞+ , 
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где )(),( 21 yFxF  – соответственно функции распределения случайных 

величин Х и Y. 
4. Если оба аргумента равны ∞+ , функция распределения сис-

темы равна единице: 
 1),( =∞++∞F . 

При рассмотрении законов распределения отдельных случайных 
величин приведено выражение для вероятности попадания случайной 
величины в пределы заданного участка. Эту вероятность выразили как 
через функцию распределения, так и через плотность распределения. 

Аналогичным вопросом для системы двух случайных величин 

является вопрос о вероятности попадания случайной точки ),( YX   

в пределы заданной области D на плоскости хОy (рис. 4.4). 
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Рис. 4.4 

Условимся событие, состоящее в попадании случайной точки 

),( YX  в область D, обозначать символом DYX ⊂),( . 

Вероятность попадания случайной точки в заданную область 
выражается наиболее просто в том случае, когда эта область пред-
ставляет собой прямоугольник со сторонами, параллельными коорди-
натным осям. 

Выразим через функцию распределения системы вероятность 

попадания случайной точки ),( YX  в прямоугольник R, ограниченный 

абсциссами α и β и ординатами γ и δ (рис. 4.5). 
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При этом следует условиться, куда мы будем относить границы 

прямоугольника. Условимся включать в прямоугольник R его ниж-

нюю и левую границы и не включать верхнюю и правую. Тогда собы-

тие RYX ⊂),(  будет равносильно произведению двух событий: 

βα <≤ X  и δγ <≤ X . Выразим вероятность этого события через 
функцию распределения системы. Для этого рассмотрим на плоскости 

хОу четыре бесконечных квадранта с вершинами в точках )δ,β( ; 

)δ,(α ; )γ,β(  и )γ,α(  (рис. 4.6). 
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Рис. 4.6 

Очевидно, вероятность попадания в прямоугольник R равна ве-
роятности попадания в квадрант δ)β,(  минус вероятность попадания 

в квадрант δ)α,( , минус вероятность попадания в квадрант )γβ,( , 

плюс вероятность попадания в квадрант )γα,(  (т. к. мы дважды вычли 

вероятность попадания в этот квадрант). Отсюда получаем формулу, 

выражающую вероятность попадания в прямоугольник через функ-

цию распределения системы: 

 ( ) )γα,()γβ,()δα,()δβ,(),( FFFFRYХР +−−=⊂ .  (4.2) 

В дальнейшем, когда будет введено понятие плотности распре-
деления системы, мы выведем формулу для вероятности попадания 

случайной точки в область произвольной формы. 

4.3. Плотность распределения системы  

двух случайных величин 

Функция распределения существует для систем любых случай-

ных величин, как прерывных, так и непрерывных. Основное практи-

ческое значение имеют системы непрерывных случайных величин. 
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Распределение системы непрерывных величин обычно характеризуют 
не функцией распределения, а плотностью распределения. 

Предположим, что функция ),( yxF  не только непрерывна, но  

и дифференцируема; тогда вторую смешанную частную производную 

функции ),( yxF  по х и у, обозначим ),( yxf : 

 ),(
),(

),( "
2

yxF
yx

yxF
yxf xy=

∂∂
∂= . (4.3) 

 

Рис. 4.7 

Функция ),( yxf  называется плотностью распределения системы.  

Если воспользоваться «механической» интерпретацией распре-
деления системы как распределения единичной массы по плоскости 

хОу, то функция ),( yxf  представляет собой плотность распределения 

массы в точке ),( yx . 

Геометрически функцию ),( yxf  можно изобразить некоторой 

поверхностью. Эта поверхность аналогична кривой распределения 

для одной случайной величины и называется поверхностью распреде-
ления (рис. 4.7). 

4.4. Числовые характеристики системы  

двух случайных величин 

Ранее рассматривались числовые характеристики одной слу-

чайной величины X – начальные и центральные моменты различных 

порядков. Из этих характеристик важнейшими являются две: мате-

матическое ожидание тх и дисперсия Dх. 
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Аналогичные числовые характеристики – начальные и централь-
ные моменты различных порядков – можно ввести и для системы 

двух случайных величин. 

Начальным моментом порядка k, s системы (X, Y) называется 

математическое ожидание произведения kХ  на sY : 

 [ ]sk
sk YXM=α , .   (4.4) 

Центральным моментом порядка k, s  системы (X, Y) называ-
ется математическое ожидание произведения k-й и s-й степени соот-
ветствующих центрированных величин: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ

oo
sk

sk YXM, , (4.5) 

где xmХХ −=
o

, ymYY −=
o

. 

Выпишем формулы, служащие для непосредственного подсчета 
моментов. Для прерывных случайных величин 

 ∑∑=α
i j

ij
s
j

k
isk pyх, , (4.6) 

 ∑∑ −−=μ
i j

ij
s

yj
k

xisk pmymx )()(, ,  (4.7) 

где ( )))(( jiij yYxXPр ===  – вероятность того, что система (X, Y) 

примет значения ),( ji yx , а суммирование распространяется по всем 

возможным значениям случайных величин X, Y. 

Для непрерывных случайных величин: 

 ∫ ∫
∞

∞−
=α dxdyyxfyx sk

sk ),(, ,  (4.8) 

 ∫ ∫
∞

∞−
−−=μ dxdyyxfmymx s

y
k

xsk ),()()(, ,   (4.9) 

где ),( yxf  – плотность распределения системы. 

Помимо чисел k и s, характеризующих порядок момента по от-
ношению к отдельным величинам, рассматривается еще суммарный 

порядок момента sk + , равный сумме показателей степеней при X и Y. 

Соответственно суммарному порядку моменты классифицируются на 
первые, вторые и т. д. На практике обычно применяются только 

первые и вторые моменты. 
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Первые начальные моменты представляют собой уже известные нам 

математические ожидания величин X и Y, входящих в систему: 

 ][][ 01
0,1 XMYXMmx ==α= , 

 ][][ 10
1,0 YMYXMmy ==α= . 

Совокупность математических ожиданий mх, my представляет 
собой характеристику положения системы. Геометрически это 

координаты средней точки на плоскости, вокруг которой происходит 
рассеивание точки ),( YX . 

Кроме первых начальных моментов на практике широко при-

меняются еще вторые центральные моменты системы. Два из них 

представляют собой уже известные нам дисперсии величин X и Y: 

 [ ]XDXMYXMDx =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ=

ooo
202

0,2 , 

 [ ]YDYMYХMDy =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=μ=

ooo
220

2,0 , 

характеризующие рассеивание случайной точки в направлении осей 
Ох и Оу. 

Особую роль как характеристика системы играет второй сме-
шанный центральный момент: 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=μ

oo

YXM1,1 , 

т. е. математическое ожидание произведения центрированных величин.  
Ввиду того, что этот момент играет важную роль в теории сис-

тем случайных величин, введем для него особое обозначение: 

 [ ]))(( yxxy mYmXMYXMK −−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

oo

.   (4.10) 

Характеристика Kху называется корреляционным моментом 
(иначе – «моментом связи») случайных величин X, Y. 

Для прерывных случайных величин корреляционный момент 
выражается формулой 

 ∑∑ −−=
i j

ijyixixy pmymxK ))(( , (4.11) 
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а для непрерывных – формулой 

 ∫ ∫
+∞

∞−
−−= dxdyyxfmymxK yxyx ),())((, .  (4.12) 

Корреляционный момент есть характеристика системы случай-

ных величин, описывающая, помимо рассеивания величин X и Y, 

еще и связь между ними.  Для независимых случайных величин кор-

реляционный момент равен нулю. 

Если корреляционный момент двух случайных величин отли-

чен от нуля, это есть признак наличия зависимости между ними. 

Корреляционный момент характеризует не только зависимость 

величин, но и их рассеивание. Действительно, если, например, одна 

из величин (X, Y) весьма мало отклоняется от своего математическо-

го ожидания (почти не случайна), то корреляционный момент будет 
мал, какой бы тесной зависимостью ни были связаны величины 

),( YX . Поэтому для характеристики связи между величинами 

),( YX  в чистом виде переходят от момента xyK  к безразмерной 

характеристике 

 
yx

xy

xy

K
r

σσ
= ,   (4.13) 

где yx σσ ,  – средние квадратические отклонения величин X, Y.  

Эта характеристика называется коэффициентом корреляции вели-

чин X и Y. Очевидно, коэффициент корреляции обращается  
в нуль одновременно с корреляционным моментом; следовательно, для 
независимых случайных величин коэффициент корреляции равен нулю. 

Случайные величины, для которых корреляционный момент  
(а значит, и коэффициент корреляции) равен нулю, называются не-
коррелированными (иногда – «несвязанными»). 

Выясним, эквивалентно ли понятие некоррелированности слу-

чайных величин понятию независимости.  Две независимые случай-

ные величины всегда являются некоррелированными. Выясним: 

справедливо ли обратное положение, вытекает ли из некоррелиро-

ванности величин их независимость? Оказывается – нет. Можно по-

строить примеры таких случайных величин, которые являются не-
коррелированными, но зависимыми. Равенство нулю коэффициента 
корреляции – необходимое, но не достаточное условие независимо-

сти случайных величин. Из независимости случайных величин выте-
кает их некоррелированность; напротив, из некоррелированности ве-
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личин еще не следует их независимость. Условие независимости слу-

чайных величин – более жесткое, чем условие некоррелированности. 

Коэффициент корреляции характеризует не всякую зависимость, 

а только так называемую линейную зависимость. Линейная вероятно-

стная зависимость случайных величин заключается в том, что при 

возрастании одной случайной величины другая имеет тенденцию воз-
растать (или же убывать) по линейному закону. Эта тенденция к ли-

нейной зависимости может быть более или менее ярко выраженной, 

более или менее приближаться к функциональной, т. е. самой тесной 

линейной зависимости. Коэффициент корреляции характеризует сте-
пень тесноты линейной зависимости между случайными величинами. 

Если случайные величины X и Y связаны точной линейной функцио-

нальной зависимостью: 

 baXY += , 

то 1±=xyr , причем знак «плюс» или «минус» берется в зависимости 

от того, положителен или отрицателен коэффициент а. В общем 

случае, когда величины X и Y связаны произвольной вероятностной 

зависимостью, коэффициент корреляции может иметь значение в 

пределах: 

 11 <<− xyr . 

В случае 1>xyr  говорят о положительной корреляции величин X 

и Y, в случае 1<xyr  – об отрицательной корреляции. Положительная 

корреляция между случайными величинами означает, что при возрас-
тании одной из них другая имеет тенденцию в среднем возрастать; 

отрицательная корреляция означает, что при возрастании одной из 
случайных величин другая имеет тенденцию в среднем убывать. 

5. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ  

СЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ 

5.1. Понятие о случайной функции 

До сих пор основным предметом исследования были случайные 
величины.  

На практике часто приходится иметь дело со случайными вели-

чинами, непрерывно изменяющимися в процессе опыта.  
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Случайные величины, изменяющиеся в процессе опыта, мы бу-

дем в отличие от обычных случайных величин называть случайными 

функциями. 

Изучением подобных случайных явлений, в которых случай-

ность проявляется в форме процесса, занимается специальная отрасль 

теории вероятностей – теория случайных функций. Эту науку можно 

образно назвать «динамикой случайных явлений». 

Теория случайных функций – раздел теорий вероятностей, раз-
вивавшийся в основном в 40-е – 60-е годы прошлого столетия. В на-
стоящее время эта теория развивается и совершенствуется весьма бы-

стрыми темпами. Это связано с непосредственными требованиями 

практики, в частности, с необходимостью решения ряда технических 

задач.  

Известно, что за последнее время в технике все большее рас-
пространение получают системы с автоматизированным управлением. 

Соответственно все большие требования предъявляются к теорети-

ческой базе этого вида техники – к теории автоматического управ-

ления. Развитие этой теории невозможно без анализа ошибок, не-
избежно сопровождающих процессы управления, которые всегда 
протекают в условиях непрерывно воздействующих случайных воз-
мущений (так называемых «помех»). Эти возмущения по своей 

природе являются случайными функциями. Для того чтобы рацио-

нально выбрать конструктивные параметры системы управления, 

необходимо изучить ее реакцию на непрерывно воздействующие слу-

чайные возмущения, а единственным аппаратом, пригодным для 

такого исследования, является аппарат теории случайных функций. 

Первым из основных понятий, с которыми нам придется 

иметь дело, является понятие случайной функции.  

Случайной функцией называется функция, которая в результа-

те опыта может принять тот или иной конкретный вид, неизвестно 

заранее – какой именно. 

Конкретный вид, принимаемый случайной функцией в резуль-

тате опыта, называется реализацией случайной функции. Если над 

случайной функцией произвести группу опытов, то мы получим 

группу или «семейство» реализаций этой функции. 

Приведем несколько примеров случайных функций. 

Примерами случайных функций в энергетике, связанными  

с метеорологическими условиями, могут быть: изменение распола-

гаемой мощности и энергии гидростанций, зависящие от приточно-



 46

сти рек; изменения суммарного спроса мощности и энергии в энер-

госистемах, зависящие как от изменения температуры наружного 

воздуха, так и от других факторов; отклонение напряжений в узлах 

нагрузок, зависящие от различных потребителей, так и от режима 

системы и времени. 

Число примеров случайных функций, встречающихся в техни-

ке, можно было бы неограниченно увеличивать. Действительно,  

в любом случае, когда мы имеем дело с непрерывно работающей 

системой (системой измерения, управления, регулирования), при 

анализе точности работы этой системы нам приходится учитывать 

наличие случайных воздействий (помех). Как сами помехи, так и 

вызванная ими реакция системы представляют собой случайные 

функции времени. 

До сих пор мы говорили только о случайных функциях, ар-

гументом которых является время t. В ряде задач практики встречают-
ся случайные функции, зависящие не от времени, а от других аргу-

ментов. Например, характеристики прочности неоднородного 

стержня могут рассматриваться как случайные функции абсциссы се-
чения х. Температура воздуха в различных слоях атмосферы может 
рассматриваться как случайная функция высоты Н. 

На практике встречаются также случайные функции, завися-

щие не от одного аргумента, а от нескольких. Например, аэрологи-

ческие данные, характеризующие состояние атмосферы (температу-

ра, давление, ветер), представляют собой в общем случае случайные 
функции четырех аргументов: трех координат х, у, z и времени t. 

Будем рассматривать только случайные функции одного аргу-

мента. Так как этим аргументом чаще всего является время, будем 

обозначать его буквой t. Кроме того, условимся, как правило, 

обозначать случайные функции большими буквами ...)),(),(( tYtX  

в отличие от неслучайных функций ...)),(),(( tytx . 

Рассмотрим некоторую случайную функцию X(t). Предполо-
жим, что над ней произведено п независимых опытов, в результате 
которых получено п реализаций (рис. 5.1). Обозначим их соответ-

ственно номеру опыта )(...,),(),( 21 txtxtx n . 

Каждая реализация, очевидно, есть обычная (неслучайная), 
функция. Таким образом, в результате каждого опыта случайная 
функция X(t) превращается в обычную, неслучайную функцию. 

Зафиксируем теперь некоторое значение аргумента t и посмот-
рим, во что превратится при этом случайная функция X(t). Оче-
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видно, она превратится в случайную величину в обычном смысле 
слова. Условимся называть эту случайную величину сечением слу-
чайной функции, соответствующим данному t. Если провести «сече-
ние» семейства реализаций при данном t (рис. 5.1), мы получим п 
значений, принятых случайной величиной X(t) в п опытах. 

 

Рис. 5.1 

Мы видим, что случайная функция совмещает в себе черты 
случайной величины и функции. Если зафиксировать значение аргу-
мента, она превращается в обычную случайную величину; в ре-
зультате каждого опыта она превращается в обычную (неслу-
чайную) функцию. 

5.2. Характеристики случайных функций 

Большое значение в теории вероятностей имеют основные число-
вые характеристики случайных величин, математическое ожидание  
и дисперсия – для одной случайной величины, математические ожида-
ния и корреляционная матрица – для системы случайных величин. 

Для случайных функций также вводятся простейшие основные 

характеристики, аналогичные числовым характеристикам случай-

ных величин, и устанавливаются правила действий с этими харак-

теристиками. 

В отличие от числовых характеристик случайных величин, пред-

ставляющих собой определенные числа, характеристики случайных 

функций представляют собой в общем случае не числа, а функции. 

Математическое ожидание случайной функции )(tХ  определя-

ется следующим образом. Рассмотрим сечение случайной функции 

)(tХ  при фиксированном t. В этом сечении мы имеем обычную слу-

чайную величину; определим ее математическое ожидание. Очевид-
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но, в общем случае оно зависит от t, т. е. представляет собой некото-

рую функцию t: 

 )]([)( tXMtmx = . (5.1) 

Таким образом, математическим ожиданием случайной функ-
ции Х(t) называется неслучайная функция )(tmx , которая при каж-

дом значении аргумента t равна математическому ожиданию соот-

ветствующего сечения случайной функции. 

По смыслу математическое ожидание случайной функции есть 

некоторая средняя функция, около которой различным образом варь-

ируются конкретные реализации случайной функции. 

0 

 

Рис. 5.2 

На рис. 5.2 тонкими линиями показаны реализации случайной 

функции, жирной линией – ее математическое ожидание. 
Аналогичным образом определяется дисперсия случайной 

функции. Дисперсией случайной функции )(tХ  называется неслучай-

ная функция )(tDx , значение которой для каждого t равно дисперсии 

соответствующего сечения случайной функции: 

 )]([)( tXDtDx = . (5.2) 

Дисперсия случайной функции при каждом t характеризует раз-
брос возможных реализации случайной функции относительно сред-

него, иными словами, «степень случайности» случайной функции. 
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Очевидно, )(tDx  есть неотрицательная функция. Извлекая из 
нее квадратный корень, получим функцию )(txσ  – среднее квадрати-

ческое отклонение случайной функции: 

 )()( tDt xx =σ . (5.3) 

Математическое ожидание и дисперсия представляют собой 

весьма важные характеристики случайной функции; однако для опи-

сания основных особенностей случайной функции этих характери-

стик  недостаточно. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим две случай-

ные функции )(1 tХ  и )(2 tХ , наглядно изображенные семействами 

реализаций на рис. 5.3 и рис. 5.4.  

 

Рис. 5.3 

У случайных функций )(1 tХ  и )(2 tХ  примерно одинаковые ма-
тематические ожидания и дисперсии; однако характер этих случай-

ных функций резко различен. Для случайной функции )(1 tХ  (рис. 5.3) 

характерно плавное, постепенное изменение. Если, например, в точке 
t случайная функция )(1 tХ  приняла значение, заметно превышающее 
среднее, то весьма вероятно, что и в точке t' она также примет значе-
ние больше среднего. Для случайной функции )(1 tХ  характерна ярко 

выраженная зависимость между ее значениями при различных t.  

Напротив, случайная функция )(2 tХ  (рис. 5.4) имеет резко колебатель-
ный характер с неправильными, беспорядочными колебаниями. Для та-
кой случайной функции характерно быстрое затухание зависимости 

между ее значениями по мере увеличения расстояния по t между ними. 
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Рис. 5.4 

Очевидно, внутренняя структура обоих случайных процессов 

совершенно различна, но это различие не улавливается ни математи-

ческим ожиданием, ни дисперсией; для его описания необходимо вве-
сти специальную характеристику. Эта характеристика называется 

корреляционной функцией (иначе – автокорреляционной функцией). 

Корреляционная функция характеризует степень зависимости между 

сечениями случайной функции, относящимися к различным t. 

Пусть имеется случайная, функция )(tХ  (рис. 5.5). Рассмотрим 

два ее сечения, относящихся к различным моментам: t и t', т. е. две 
случайные величины )(tХ  и )(t'Х . Очевидно, что при близких значе-
ниях t и t' величины )(tХ  и )(t'Х  связаны тесной зависимостью: если 

величина )(tХ  приняла какое-то значение, то и величина )(t'Х   

с большой вероятностью примет значение, близкое к нему. Очевидно 

также, что при увеличении интервала между сечениями t, t' зависи-

мость величин )(tХ  и )(t'Х  вообще должна убывать. 

 

Рис. 5.5 
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Степень зависимости величин )(tХ  и )(t'Х  может быть в значи-

тельной мере охарактеризована их корреляционным моментом. 

Очевидно, он является функцией двух аргументов t и t'. Эта 
функция и называется корреляционной функцией. 

Таким образом, корреляционной функцией случайной функции 

)(tХ  называется неслучайная функция двух аргументов ),( t'tK x , ко-

торая при каждой паре значений t, t' равна корреляционному момен-

ту соответствующих сечений случайной функции: 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= )()()',( t'XtXMttK x

oo

, (5.4) 

где )()()( tmtХtX x−=
o

,  )()()( t'mt'Хt'X x−=
o

. 

Из рассмотренных случайных функций )(1 tХ  и )(2 tХ  видно, что 

при одинаковых математических ожиданиях и дисперсиях случайные 
функции )(1 tХ  и )(2 tХ  имеют совершенно различные корреляцион-

ные функции. Корреляционная функция случайной функции )(1 tХ  

медленно убывает по мере увеличения промежутка ),( t't ; напротив, 

корреляционная функция случайной функции )(2 tХ  быстро убывает с 
увеличением этого промежутка. 

Полагая tt' = , имеем: 

 )())(()',( 2 tDtXMttK xx =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

o

, (5.5) 

т. е. при tt' =  корреляционная функция обращается в дисперсию слу-
чайной функции. 

Таким образом, необходимость в дисперсии как отдельной ха-
рактеристике случайной функции отпадает: в качестве основных ха-
рактеристик случайной функции достаточно рассматривать ее мате-
матическое ожидание и корреляционную функцию. 

Так как корреляционный момент двух случайных величин )(tХ  

и )(t'Х  не зависит от последовательности, в которой эти величины 

рассматриваются, то корреляционная функция симметрична относи-

тельно своих аргументов, т. е. не меняется при перемене аргументов 

местами: 

 ),()',( tt'KttK xx = . (5.6) 
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Вместо корреляционной функции )',( ttK x  можно пользоваться 

нормированной корреляционной функцией: 

 
)()(

),(
),(

t't

t'tK
t'tr

xx

x
x σσ

= , (5.7) 

которая представляет собой коэффициент корреляции величин )(tХ , 

)(t'Х .  

При tt ='  нормированная корреляционная функция равна еди-

нице. 

 1
)]([

)(

)]([

),(
),(

22
=

σ
=

σ
=

t

tD

t

t'tK
t'tr

x

x

x

x
x . (5.8) 

6. СТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ 

6.1. Понятие о стационарном  

случайном процессе 

На практике очень часто встречаются случайные процессы, про-

текающие во времени приблизительно однородно и имеющие вид не-
прерывных случайных колебаний вокруг некоторого среднего значе-
ния, причем ни средняя амплитуда, ни характер этих колебаний не 
обнаруживают существенных изменений с течением времени. Такие 
случайные процессы называются стационарными. 

В качестве примеров стационарных случайных процессов мож-

но привести: 1) колебания самолета на установившемся режиме гори-

зонтального полета; 2) колебания напряжения в электрической осве-
тительной сети; 3) случайные шумы в радиоприемнике; 4) процесс 
качки корабля и т. п. 

Каждый стационарный процесс можно рассматривать как про-

должающийся во времени неопределенно долго; при исследовании 

стационарного процесса в качестве начала отсчета можно выбрать 

любой момент времени. Исследуя стационарный процесс на любом 

участке времени мы должны получить одни и те же его характеристи-

ки. Образно выражаясь, стационарный процесс «не имеет ни начала, 
ни конца». 

Примером стационарного случайного процесса может служить 

изменение высоты центра тяжести самолета на установившемся ре-
жиме горизонтального полета (рис. 6.1). 
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Рис. 6.1 

В противоположность стационарным случайным процессам 

можно указать другие, явно нестационарные, случайные процессы, 

например: процесс затухающих колебаний в электрической цепи; 

процесс горения порохового заряда в реактивной камере и т. д.  

Нестационарный процесс характерен тем, что он имеет определенную 

тенденцию развития во времени; характеристики такого процесса за-
висят от начала отсчета и от времени. 

На рис. 6.2 изображено семейство реализаций явно нестацио-

нарного случайного процесса – процесса изменения тяги двигателя 

реактивного снаряда во времени. 

 

Рис. 6.2 

Заметим, что далеко не все нестационарные случайные процес-
сы являются существенно нестационарными на всем протяжении сво-

его развития. Существуют нестационарные процессы, которые (на из-
вестных отрезках времени и с известным приближением) могут быть 

приняты за стационарные. 
Вообще, как правило, случайный процесс в любой динамической 

системе начинается с нестационарной стадии – с так называемого «пе-
реходного процесса». После затухания переходного процесса система 
обычно переходит на установившийся режим, и тогда случайные про-

цессы, протекающие в ней, могут считаться стационарными.  
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Стационарные случайные процессы очень часто встречаются  

в физических и технических задачах. По своей природе эти процессы 

проще, чем нестационарные и описываются более простыми характе-
ристиками. Линейные преобразования стационарных случайных про-

цессов также обычно осуществляются проще, чем нестационарные.  
В связи с этим на практике получила широкое применение специаль-

ная теория стационарных случайных процессов, или, точнее, теория 
стационарных случайных функций (т. к. аргументом стационарной 

случайной функции в общем случае может быть и не время). 

Случайная функция )(tХ  называется стационарной, если все ее 
вероятностные характеристики не зависят от t (точнее, не меняются 

при любом сдвиге аргументов, от которых они зависят, по оси t). 

Так как изменение стационарной случайной функции должно 

протекать однородно по времени, то естественно потребовать, чтобы 

для стационарной случайной функции математическое ожидание бы-

ло постоянным: 

 const)( == xmtm .   (6.1) 

Заметим, однако, что это требование не является существенным: 

мы знаем, что от случайной функции )(tХ  всегда можно перейти к 

центрированной случайной функции )(tХ
o

, для которой математиче-
ское ожидание тождественно равно нулю и, следовательно, удовле-
творяет условию (6.1). Таким образом, если случайный процесс не-
стационарен только за счет переменного математического ожидания, 

это не помешает нам изучать его как стационарный процесс. 
Второе условие, которому, очевидно, должна удовлетворять ста-

ционарная случайная функция, – это условие постоянства дисперсии: 

 const)( == xx DtD .   (6.2) 

Установим, какому условию должна удовлетворять корреляци-

онная функция стационарной случайной функции. Рассмотрим слу-

чайную функцию )(tХ  (рис. 6.3). Положим в выражении ),( ttK x
′  

τ+=′ tt  и рассмотрим )τ,( +ttK x  – корреляционный момент двух се-
чений случайной функции, разделенных интервалом времени τ . Оче-
видно, если случайный процесс X(t) действительно стационарен, то 

этот корреляционный момент не должен зависеть от того, где именно 

на оси Оt мы взяли участок τ , а должен зависеть только от длины это-

го участка. Например, для участков I и II на рис. 6.3, имеющих одну  
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и ту же длину τ , значения корреляционной функции ),( τ+ttK x   

и ),( 11 τ+ttK x  должны быть одинаковыми.  

 

Рис. 6.3 

Вообще, корреляционная функция стационарного случайного 

процесса должна зависеть не от положения t первого аргумента на оси 

абсцисс, а только от промежутка τ  между первым и вторым аргумен-

тами: 

 ).τ()τ,( хx kttK =+  (6.3) 

Следовательно, корреляционная функция стационарного слу-

чайного процесса есть функция не двух, а всего одного аргумента. 
Это обстоятельство в ряде случаев сильно упрощает операции над 

стационарными случайными функциями. 

Заметим, что условие (6.2), требующее от стационарной случай-

ной функции постоянства дисперсии, является частным случаем ус-
ловия (6.3). Действительно, полагая в формуле (6.3) tt =τ+  )0( =τ , 

имеем 

 const)0(),()( === xxx kttKtD .  (6.4) 

Таким образом, условие (6.3) есть единственное существенное 
условие, которому должна удовлетворять стационарная случайная 

функция.  

Поэтому в дальнейшем под стационарной случайной функцией 

мы будем понимать такую случайную функцию, корреляционная 

функция которой зависит не от обоих своих аргументов t и t', а только 

от разности τ  между ними. Чтобы не накладывать специальных усло-

вий на математическое ожидание, мы будем рассматривать только 

центрированные случайные функции. 

Мы знаем, что корреляционная функция любой случайной 

функции обладает свойством симметрии: 

 ).,(),( ttKttK xx
′=′  
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Отсюда для стационарного процесса, полагая τ=−′ tt , имеем: 

 ),()( τ−=τ kkx   (6.5) 

т. е. корреляционная функция )(τxk  есть четная функция своего аргу-

мента. Поэтому обычно корреляционную функцию определяют толь-

ко для положительных значений аргумента (рис. 6.4). 

 kx(τ) 

τ

Dx 

 
 

0 

 

Рис. 6.4 

На практике вместо корреляционной функции )(τxk  часто поль-

зуются нормированной корреляционной функцией 

 
x

x
x

D

k )(
)(

τ
=τρ ,  (6.6) 

где )0(xx kD =  – постоянная дисперсия стационарного процесса. 
Функция )(τρx  есть не что иное, как коэффициент корреляции между 

сечениями случайной функции, разделенными интервалом τ  по вре-
мени. Очевидно, что 1)0( =ρx . 

6.2. Эргодическое свойство стационарных  

случайных функций 

Рассмотрим некоторую стационарную случайную функцию 

)(tX , для которой требуется оценить ее характеристики: математиче-
ское ожидание mх и корреляционную функцию )τ(xk . Для этого нуж-

но располагать известным числом реализаций случайной функции 

)(tX . Обрабатывая эти реализации, можно найти оценки для матема-
тического ожидания )(~ tmx  и корреляционной функции ),(

~
t'tK x .  

В связи с ограниченностью числа наблюдений функция )(~ tmx не будет 
строго постоянной; ее придется осреднить и заменить некоторым по-
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стоянным )(~ tmx ; аналогично, осредняя значения ),(
~

t'tK x  для разных 

tt' −=τ , получим корреляционную функцию )τ(xk .  

Этот метод обработки является довольно сложным и громозд-

ким. Возникает вопрос: нельзя ли для стационарной случайной функ-

ции этот сложный процесс обработки заменить более простым, кото-

рый базируется на предположении, что математическое ожидание не 
зависит от времени, а корреляционная функция – от начала отсчета? 

Поскольку случайный процесс является стационарным и проте-
кает однородно по времени, естественно предположить, что одна-
единственная реализация достаточной продолжительности может 
служить достаточным опытным материалом для получения характе-
ристик случайной функции. 

При более подробном рассмотрении этого вопроса оказывается, 

что такая возможность существует не для всех случайных процессов; 

не всегда одна реализация достаточной продолжительности оказыва-
ется эквивалентной множеству отдельных реализаций. 

Для примера рассмотрим две случайные стационарные функции 

)(1 tX  и )(2 tX , представленные совокупностью своих реализаций на 
рис. 6.5 и 6.6. 

 

Рис. 6.5 

 

Рис. 6.6 
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Для случайной функции )(1 tX  характерна следующая особен-

ность: каждая из ее реализаций обладает одними и теми же характер-
ными признаками: средним значением, вокруг которого происходят 
колебания, и средним размахом этих колебаний. Выберем произволь-
но одну из таких реализаций и продолжим мысленно опыт, в резуль-
тате которого она получена, на некоторый участок времени Т. Оче-
видно, при достаточно большом Т эта одна реализация сможет дать 
нам достаточно хорошее представление о свойствах случайной функ-
ции в целом. В частности, осредняя значения этой реализации вдоль 
оси абсцисс – по времени, мы должны получить приближенное значе-
ние математического ожидания случайной функции; осредняя квадра-
ты отклонений от этого среднего, мы должны получить приближен-
ное значение дисперсии, и т. д. 

Про такую случайную функцию говорят, что она обладает эрго-
дическим свойством. Эргодическое свойство состоит в том, что каж-
дая отдельная реализация случайной функции является как бы «пол-
номочным представителем» всей совокупности возможных реализа-
ций; одна реализация достаточной продолжительности может заме-
нить при обработке множество реализаций той же общей продолжи-
тельности. 

Рассмотрим теперь случайную функцию )(2 tX . Выберем произ-
вольно одну из ее реализаций, продолжим ее мысленно на достаточно 
большой участок времени и вычислим ее среднее значение по време-
ни на всем участке наблюдения. Очевидно, это среднее значение для 
каждой реализации будет свое и может существенно отличаться от 
математического ожидания случайной функции, построенного как 
среднее из множества реализаций. Про такую случайную функцию 
говорят, что она не обладает эргодическим свойством. 

Если случайная функция )(tX  обладает эргодическим свойст-
вом, то для нее среднее по времени (на достаточно большом участке 
наблюдения) приближенно равно среднему по множеству наблюде-
ний. То же будет верно и для ),(2 tХ  )(tX , )( τ+tX  и т. д. Следова-
тельно, все характеристики случайной функции (математическое 

ожидание, дисперсию, корреляционную функцию) можно будет при-

ближенно определять по одной достаточно длинной реализации. 

Какие же стационарные случайные функции обладают, а какие 
не обладают эргодическим свойством? 

Поясним этот вопрос наглядно, исходя из примера. Рассмотрим 

случайную функцию )(tα  – колебания угла атаки самолета на устано-
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вившемся режиме горизонтального полета. Предположим, что полет 
происходит в каких-то типичных средних метеорологических услови-

ях. Колебания угла атаки вызваны случайными возмущениями, свя-

занными с турбулентностью атмосферы. Среднее значение угла атаки, 

около которого происходят колебания, зависит от высоты полета Н. 

Зависит от этой высоты и размах колебаний: известно, что в нижних 

слоях атмосферы турбулентность сказывается сильнее, чем в верхних.  

Рассмотрим случайную функцию )(tα  – колебания угла атаки на 
заданной высоте Н. Каждая из реализаций этой случайной функции 

осуществляется в результате воздействия одной и той же группы слу-

чайных факторов и обладает одними и теми же вероятностными ха-
рактеристиками; случайная функция )(tα  обладает эргодическим 

свойством (рис. 6.7). 

 

Рис. 6.7 

Представим себе теперь, что рассматривается случайная функ-

ция )(tα  не для одной высоты Н, а для целого диапазона, внутри ко-

торого задан какой-то закон распределения высот (например, закон 

равномерной плотности). Такая случайная функция, оставаясь ста-
ционарной, очевидно, уже не будет обладать эргодическим свойст-
вом; ее возможные реализации, осуществляющиеся с какими-то веро-

ятностями имеют различный характер (рис. 6.8). 

 

Рис. 6.8 
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Для этого случайного процесса характерно то, что он как бы 

«разложим» на более элементарные случайные процессы; каждый из 
них осуществляется с некоторой вероятностью и имеет свои индиви-

дуальные характеристики. Таким образом, разложимость, внутренняя 

неоднородность случайного процесса, протекающего с некоторой ве-
роятностью по тому или другому типу, есть физическая причина не-
эргодичности этого процесса. 

В частности, неэргодичность случайного процесса может быть 

связана с наличием в его составе слагаемого в виде обычной случай-

ной величины. 

6.3. Определение характеристик эргодической 

стационарной случайной функции  

по одной реализации 

Рассмотрим стационарную случайную функцию )(tX , обладаю-

щую эргодическим свойством, и предположим, что в нашем распоря-

жении имеется всего одна реализация этой случайной функции, но за-
то на достаточно большом участке времени Т. Для эргодической ста-

ционарной случайной функции одна реализация достаточно большой 

продолжительности практически эквивалентна (в смысле объема 

сведений о случайной функции) множеству реализаций той же общей 

продолжительности; характеристики случайной функции могут быть 

приближенно определены не как средние по множеству наблюдений, 

а как средние по времени t. В частности, при достаточно большом Т 

математическое ожидание тх может быть приближенно вычислено 

по формуле 

 ∫≈
T

x dttx
T

m
0

.)(1   (6.7) 

Аналогично может быть приближенно найдена корреляционная 

функция )(τxk  при любом τ . Действительно, корреляционная функ-

ция, по определению, представляет собой не что иное, как матема-

тическое ожидание случайной функции )()( τ+tХtХ
oo

: 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += )τ()()τ( tХtХMkx

oo

.  (6.8) 
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Это математическое ожидание также, очевидно, может быть 

приближенно вычислено как среднее по времени. 

Фиксируем некоторое значение τ  и вычислим указанным спосо-

бом корреляционную функцию kх(τ ). Для этого удобно предваритель-

но «центрировать» данную реализацию х(t), т. е. вычесть из нее мате-
матическое ожидание (6.7): 

 xmtxtх −= )()(
o

.  (6.9) 

Вычислим при заданном τ  математическое ожидание случайной 

функции )()( τ+tХtХ
oo

 как среднее по времени. При этом, очевидно, 

нам придется учитывать не весь участок времени от 0 до Т, а не-

сколько меньший, т. к. второй сомножитель )( τ+tХ
o

известен нам 

не для всех t, а только для тех, для которых Tt ≤τ+ . Вычисляя 

среднее по времени указанным выше способом, получим: 

 ∫
τ−

τ+
τ−

≈τ
T

x dttхtх
T

k
0

)()(1)(
oo

.  (6.10) 

Вычислив интеграл (6.10) для ряда значений τ, можно прибли-

женно воспроизвести по точкам весь ход корреляционной функции. 

На практике обычно интегралы (6.7) и (6.10) заменяют ко-

нечными суммами. Покажем как это делается. Разобьем интервал 

записи случайной функции на п равных частей длиной tΔ и обозна-

чим середины полученных участков nttt ...,,, 21  (рис. 6.9).  

 

Рис. 6.9 
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Представим интеграл (6.7) как сумму интегралов по элемен-

тарным участкам tΔ  и на каждом из них вынесем функцию )(tx  из-
под знака интеграла средним значением, соответствующим центру ин-

тервала )( itx . Получим приближенно: 

 ∑
=

⋅=
n

i
ix tx

n

T

T
m

1

),(1  

или 

 ∑
=

=
n

i
ix tx

n
m

1

)(1 . (6.11) 

Аналогично можно вычислить корреляционную функцию для 
значений τ , равных ...,2,,0 tt ΔΔ . Придадим, например, величине τ  

значение 

 
n

mTtm =Δ=τ  

и вычислим интеграл (6.10), деля интервал интегрирования 

 T
n

mn

n

mTTT −=−=τ−  

на mn −  равных участков длиной tΔ  и вынося на каждом из них 

функцию )()( τ+tхtх
oo

 за знак интеграла средним значением.  

Получим: 

 ,)()(
)(

)(
1

∑
−

=
+⋅

−
=

mn

i
mix txtх

n

T

Tmn

n

n

mTk
oo

 

или окончательно 

 ∑
−

=
+−

=
mn

i
mix txtх

mnn

mTk
1

)()(
)(

1)(
oo

.  (6.12) 

Вычисление корреляционной функции по формуле (6.12) произ-
водят для ...,2,1,0=m  последовательно вплоть до таких значений т, 

при которых корреляционная функция становится практически рав-

ной нулю или начинает совершать небольшие нерегулярные колеба-
ния около нуля. Общий ход функции )(tkx  воспроизводится по от-
дельным точкам (рис. 6.10). 
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Dx 

τ 

kx(τ) 

Δt   2Δt 
 

Рис. 6.10 

Для того чтобы математическое ожидание тх и корреляционная 

функция )(τxk  были определены с удовлетворительной точностью 

нужно, чтобы число точек п было достаточно велико (порядка сотни, 
а в некоторых случаях даже нескольких сотен). Выбор длины элемен-
тарного участка tΔ  определяется характером изменения случайной 
функции. Если случайная функция изменяется сравнительно плавно, 
участок tΔ  можно выбирать большим, чем когда она совершает рез-
кие и частые колебания. Чем более высокочастотный состав имеют 
колебания, образующие случайную функцию, тем чаще нужно распо-
лагать опорные точки при обработке. Ориентировочно можно реко-
мендовать выбирать элементарный участок tΔ  так, чтобы на полный 
период самой высокочастотной гармоники в составе случайной функ-
ции приходилось порядка 5–10 опорных точек. 

Часто выбор опорных точек вообще не зависит от обрабаты-
вающего, а диктуется темпом работы записывающей аппаратуры.  
В этом случае следует вести обработку непосредственно полученного 
из опыта материала, не пытаясь вставить между наблюденными зна-
чениями промежуточные, т. к. это не может повысить точности ре-
зультата, а излишне осложнит обработку. 
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