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1. Теорема об изменении кинетической  

энергии системы 

Теорема гласит: изменение кинетической энергии при ее пере-
мещении из одного положения в другое равно сумме работ всех дей-

ствующих на систему внешних и внутренних сил, произведенной ими 

на этом перемещении: 

 ∑ ∑+=− J
i

E
i AATT 0 ,      (1) 

где 0T  и T  – кинетическая энергия системы в начальном и конечном 

положениях; ∑ E
iA  – сумма работ внешних сил, приложенных к сис-

теме на перемещении системы из начального положения в конечное; 
∑ J

iA  – сумма работ внутренних сил, приложенных к системе на том 

же перемещении. 

Если механическая система является неизменяемой, т. е. состоит 
из абсолютно твердых тел, соединяемых шарнирами без трения или 

нерастяжимыми нитями, то ∑ = 0J
iA , т. е. сумма работ всех внутрен-

них сил равна нулю. 

Кинетической энергией системы называется величина T , равная 
сумме кинетических энергий всех элементов системы: 

 
2

2∑ υ
= kkm

T  .   (2) 

Механические системы состоят из материальных точек и твер-
дых тел. Найдем формулы для вычисления кинетической энергии 

твердого тела при различных видах его движения. 
При поступательном движении тела  

 
2

2υ
=

m
T ,    (3) 

где m  – масса; υr  – скорость любой точки тела. 
При вращении тела вокруг неподвижной оси z  с угловой скоро-

стью ω  

 
2

2ω
= zI

T ,     (4) 

где zI  – момент инерции тела относительно оси вращения. 
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При плоскопараллельном движении тела  

 
22

22 ω
+

υ
= CzC

Im
T  

или   
2

2ω
= pzI

T ,   (5) 

где CzI  – момент инерции тела относительно оси, проходящей через 
центр масс тела; pzI  – момент инерции тела относительно оси, прохо-
дящей через мгновенный центр скоростей, ось PzCz // ; ω  – угловая 
скорость тела; Cυ  – скорость центра масс. 

Полную работу некоторой силы zyx FkFjFiF
rrrr

++=  можно 
представить в виде интеграла 

 ( ) ( )
( )

( )

∫∫ ++== τ

zyx

zyx

zyx

S

S

dzFdyFdxFdsFFA

,,

,, 0000

r
,   (6) 

где τF  – касательная к траектории компонента силы; s  – дуговая ко-
ордината; zyx ,,  – декартовые координаты. Значения 0s  и 000 ,, zyx   

соответствуют начальному положению точки.  

Рассмотрим примеры вычисления работы некоторых сил. 
1. Работа сил тяжести системы gmP

rr
=  равна 

 ( ) ,PhPA =
r

 10 zzh −= ,      (7) 

где 10,0 zzh >> , ( ) 0>PA
r

 при опускании точки; если же <h 0, 10 zz < , 

то ( ) 0<PA
r

. Работа (7) не зависит от формы траектории (рис. 1):  

 

gm
r

 

x

O  

z

y

0M

M

 

Рис. 1 
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2. Работа линейной силы упругости. 

Работа линейной силы упругости пружины, имеющей жесткость 
const=c , cxFx −= , равна половине произведения коэффициента же-

сткости на разность квадратов начальной и конечной деформации 

пружин:                   

 ( ) ( )2
1

2
02

xx
c

FA −=
r

.       (8) 

Если точка перемещается из состояния статического равновесия, 
00 =x , то ( ) 0<FA

r
 независимо от направления движения (рис. 2): 

 l  

x  

0M  1M  O  
G
r

 

x=λ  

M  
F
r

 

Рис. 2 

3. Работа силы F
r

, приложенной к некоторой точке тела, совер-
шающего вращательное движение вокруг неподвижной оси z :  

 ( )∫
ϕ

ϕ

ϕ=
1

0

dFMA z

r
,     (9) 

где 0ϕ  и 1ϕ  – соответственно начальное и конечное значения угла пово-
рота в радианах; ( )FM z

r
 – момент силы относительно оси вращения. 

4. Работа силы трения скольжения. 
При скольжении тела по шероховатой поверхности на него дей-

ствует сила трения трF
r

, модуль которой равен NfF
rr

=тр , где f  –  

коэффициент трения скольжения; N
r

 – нормальная реакция поверхности. 

 ( ) ∫−=
s

s

dsFFA

0

тpтp
rr

.   (10) 

5. Работа силы трения качения. 
На абсолютно твердое колесо весом G

r
 радиусом R , катящееся 

по некоторой деформируемой поверхности без скольжения, действует 
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приложенная к точке касания В сила трения трF
r

, препятствующая 
скольжению, и нормальная реакция N

r
 (рис. 3, а): 

B  

C  

тpF
r

 
N
r

 
G
r

 

Cυ
r

 

ω  

x  

B  

C  

тpF
r

 

N
r

 G
r

 

Cυ
r

 

ω  

δ  

y

 

а)    б) 

Рис. 3 

Так как поверхность, по которой катится колесо, деформируется, 
то касание происходит по некоторой площадке и точка приложения си-

лы N
r

 при качении смещается в направлении движения на величину δ  

(δ  – коэффициент трения качения). Сопротивление качению создает 
пара сил ( N

r
, G
r

), момент которой NM
r

δ= . Тогда 

 ϕ−= MddA ,                        (11) 

где ϕd  – элементарное угловое перемещение колеса. 
Если модуль нормальной реакции const=N , то работа сил со-

противления качению определяется по формуле 

 ( ) CsN
R

A ⋅δ−= .      (12) 

При качении без скольжения работа силы трения скольжения на 
любом перемещении равна нулю.  

В идеализированном случае, не учитывающем деформацию по-
верхности (рис. 3, б), работа нормальной реакции будет равна нулю. 

2. Варианты заданий  

Механическая система с одной степенью свободы приходит  
в движение под действием сил тяжести и движущего момента, при-

ложенного к телу 2 или движущей силы, приложенной к телу 4. В на-
чальный момент времени система находится в покое.  

Схемы заданий представлены в приложении 1 (рис. П.1.1). 
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Найти скорость центра масс тела 1, в тот момент, когда тело 4 

пройдет путь, равный s . 

При решении задачи учитывать: 
– трение скольжения тела 4; 

– сопротивление качению тела 1, катящегося без скольжения; 
– момент сил сопротивления, приложенный к телу 3, пренебре-

гая другими силами сопротивления и массами нитей, предполагаемых 
нерастяжимыми.  

3. Примеры решения задач 

Задача 1. Центру однородного тяжелого диска, имеющего массу 
m  и расположенного на наклонной плоскости, сообщили начальную 

скорость 0υ
r

, направленную вверх параллельно плоскости. Опреде-
лить максимальную высоту, на которую поднимется центр диска. 
Рассмотреть два варианта (рис. 4): 1) диск скользит по плоскости без 
качения; 2) диск катится без скольжения. 

 

С 

0υ
r

 

Р 

 

Рис. 4 

Решение. Рассмотрим первый вариант движения. Так как каче-
ние отсутствует, то движение происходит без участия силы трения, 
связь является идеальной. Работу в этом случае производит только 
сила тяжести: mghA −= . При чистом скольжении диск движется по-

ступательно, 0=ω , так что 
2

2
0

0

υ
=

m
T . В момент достижения макси-

мальной высоты диск останавливается. Значит, в конечном положе-

нии 0=T . Уравнение (2) примет вид: 
2

2
0

0

υ
−=−

m
TT , *

2
0

2
mgh

m
=

υ
; 

g
h

2

2
0

*

υ
= . 
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Теперь обсудим второй вариант. При наличии одного только ка-
чения работа реакции плоскости нулевая, поскольку элементарное 
перемещение мгновенного центра скоростей (точка Р) равно нулю. 

Диск совершает плоское движение, и для него 
2

2
0

0

ω
= ξpJ

T , 
R

0
0

υ
=ω , 

22

2

3
mRmRJJ cp =+= ξξ . Отсюда находим 

4

3 2
0

0

υ
=

m
T . По теореме (2) 

имеем **

2
0

4

3
mgh

m
−=

υ
− , 

g
h

4

3 2
0

**

υ
= . Значит 

2

3 *
**

h
h = , в случае качения 

центр диска поднимается в полтора раза выше, чем при скольжении. 

Задача 2. Груз массы 401 =m  кг, скользящий по гладкой на-
клонной плоскости с углом 30=α º, прикреплен к нерастяжимой ни-

ти, переброшенной через блок 2 массы 42 =m  кг и намотанной на ка-
ток 3. Каток представляет собой однородный сплошной цилиндр 
массы 803 =m  кг и катится по горизонтальной плоскости без сколь-
жения (рис. 5). Коэффициент трения качения катка 305,0 R=δ . Пре-
небрегая массой нити и трением в оси блока, определить скорость 
груза 1 после того, как он переместится по наклонной плоскости на 
расстояние 1=s м. В начальный момент система находилась в покое. 

 

α

3ω  

1υ
r

 

2υ
r

 

3υ
r

 

Сυ
r

 

2ω  

С 

 

Рис. 5 

Решение. Опускающийся груз движется поступательно и его ки-

нетическая энергия равна 
2

2
11

1

υ
=

m
T . Для блока 2, совершающего 

вращательное движение, имеем 
2

2
22

2

ω
=

J
T . Так как 2221 Rω=υ=υ , 

2

2
22

2

Rm
J = , 

2

2
2

R

υ
=ω , тогда 

4

2
12

2

υ
=

m
T . 
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Отметим, что кинетическая энергия блока не зависит от его ра-
диуса. Каток 3 движется плоскопараллельно, и его мгновенный центр 
скоростей находится в точке Р касания с неподвижной плоскостью. 

Для нерастяжимой нити 13 υ=υ
rr

, отсюда получаем угловую скорость 

3

1
3 2R

υ
=ω . Таким же образом получаем выражение угла поворота 3ϕ  

катка через перемещение груза 1 вдоль наклонной плоскости: 

3
3 2R

s
=ϕ .  

Скорость центра масс катка равна 
2
1υ=υC . По формуле 

22

2
3

2
33

3

ω
+

υ
= ξCC

Jm
T  получаем 

16

3 2
13

3

υ
=

m
T . 

Кинетическая энергия системы: 2
1*321 υ=++= mTTTT , 

 
( )

16

348 321
*

mmm
m

++
= . 

В исходном состоянии 00 =T . Найдем работу сил, приложенных 
к элементам системы: ( ) ( ) ( ) ( )1321 K

E
i MAgmAgmAgmAA

rrrr +++=∑ . 

Из трех указанных сил тяжести ненулевую работу совершает 
только одна: ( ) α⋅= sin11 gsmgmA

r
, α⋅= sinsh . 

Центр тяжести блока неподвижен ( ) 02 =gmA
r

, а центр тяжести 

катка движется горизонтально ( ) 03 =gmA
r

. Работа сил трения качения 
отрицательна и определяется работой момента NM K ⋅δ= , gmN 3= . 

 ( )
3

33 2R

s
gmMMA KK ⋅δ−=ϕ−= . 

Подставляя полученные значения в уравнение (2), получаем: 

 gs
R

m
mm ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅δ

−α=υ
3

3
1*

2
1 2

sin . 

Числовые расчеты дают 21,21 =υ м/с при 1=s м. 

Задача 3. Двухступенчатый барабан массы 152 =m  кг связан  

с неподвижной точкой D  посредством нерастяжимой нити, намотан-

ной на малую ступень барабана радиуса r . Большая ступень барабана 
радиуса rR 2=  обмотана двумя нерастяжимыми нитями; к одной из 
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них подвешен груз 1 массы 151 =m  кг, а к концу другой приложена 
сила 196=F  Н. Радиус инерции барабана относительно оси, прохо-
дящей через его центр C , равен ( ) 2

1
rRi ⋅= ; нити остаются в процессе 

движения вертикальными; движение начинается из состояния покоя; 
массой нитей пренебречь (рис. 6). Найти скорость груза 1 после того, 
как он опустится на величину 1=s м. 

Решение. Кинематический анализ данной механической систе-
мы показывает, что для барабана, совершающего плоское движение, 
мгновенный центр скоростей находится в точке Р касания неподвиж-

ной нити с малой ступенью барабана. 

2 

К Р В 

F
r

R

1 

r 
C 

D 

К Р В 

Вυ
r

 

R

r 
C 

Сυ
r

 

Кυ
r

 

а)  б) 
Рис. 6 

Тогда, учитывая, что 1υ=υ
rr

K , можем выразить угловую ско-
рость барабана через скорость опускающегося груза: 

 
rRКР −

υ
=

υ
=ω 11

2 . 

Соответственно, длина спустившейся нити равна ( )rRs −ϕ= 21 , 

где 2ϕ  – угол поворота барабана. Расположение векторов скоростей 

точек В и С по отношению к мгновенному центру скоростей показано 
на рис. 6, б. Вычисляем: 
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rR

r
rС −

υ
=ω=υ 1

2 ; ( ) ( )
( )rR

rR
rRB −

+υ
=+ω=υ 1

2 . 

Перемещения точек В и С записываются в форме:  

 
rR

rs
rsС −
=ϕ= 1

2 ; ( ) ( )
( )rR

rRs
rRsB −

+
=+ϕ= 1

2 .  

Кинетическая энергия системы  21 TTT += , причем 
2

2
11

1

υ
=

m
T ; 

для барабана 
22

2
2

2
3

2

ω
+

υ
= ξCC

Jm
T , rRmimJC 2

2
2 ==ξ , тогда получаем 

( )
( )2

2
12

2 2 rR

rRrm
T

−
+

⋅
υ

= , и  
2

2
1*υ=

m
T , 

( )
( )221*

rR

rRr
mmm

−
+

+= . 

Работа сил, приложенных к элементам системы, характеризует-
ся выражением 

 ( ) ( ) ( )FAgmAgmAAE
i

rrr ++=∑ 21 . 

Находим ( ) 111 gsmgmA =
r

, ( ) ( )rR

sr
gmgsmgmA C −

−=−= 222

r
, ра-

бота силы F
r

 положительная ( ) ( )
( )rR

rRs
FFsFA B −

+
== 1

r
. 

Тогда sFAE
i∑ = * , где ( )

( )
( )rR

rR
F

rR

r
gmgmF

−
+

+
−

−= 21* . 

Подставляя все в теорему (2), получаем: 

 sF
m

*

2
1*

2
=

υ
; ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=υ

*

*
1

2

m

sF
. 

Числовые расчеты дают 43,41 =υ м/с при 1=s м. 

Задача 4. Груз массы m  находится на гладкой наклонной плос-
кости с углом наклона α  и связан пружиной, имеющей коэффициент 
жесткости c , с неподвижной стенкой (рис. 7). Пружину сжимают из 
свободного состояния на величину s , после чего груз опускают с на-
чальной скоростью 0υ . Определить: 1) скорость груза в тот момент, 
когда его удаление от стенки будет равно длине свободной пружины; 

2) максимальное растяжение пружины при 00 =υ . 
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α

gm
r

 

F
r

 

Рис. 7 

Решение. Для 1-го случая имеем 
22

2
0

2

0

υ
−

υ
=−

mm
TT . 

Работа силы упругости определяется формулой (9), в которой 

sx −=0 , 01 =x , т. е. ( )
2

2cs
FA =
r

. Учитывая, что ( ) α== sinmgsmghgmA
r

, 

получаем  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+α=

υ
−

υ
2

sin
22

22
0

2 cs
mgs

mm
. 

Отсюда находим, что при прохождении грузом координаты, со-
ответствующей статическому положению равновесию пружины, ско-
рость его равна  

 
2

1

2
0 sin2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +α+υ=υ

m

cs
gs . 

Для второго случая, по условию задачи, 00 =T , 0=T , значит 
максимальному растяжению пружины отвечает уравнение  

 ( ) ( ) 0=+ FAgmA
rr

, 

в котором ( ) ( ) α+= sin*ssmggmA
r

, ( ) ( )
2

2
*

2 ssc
FA

−
=

r
, где *sx =  –  

координата груза в конечном положении. Следовательно, 

 ( ) ( )
0

2
sin

2
*

2

* =
−

+α+
ssc

ssmg , 

 
c

mg
ss

α
+=

sin2
* . 
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Задача 5. Груз 4 массы mm 54 = , скользящий по шероховатой 

наклонной плоскости с углом 60=β º, прикреплен к нерастяжимой 

нити, переброшенной через ступенчатый блок 3 массы mm 43 = , на-
ходящийся в зацеплении с блоком 2, массой mm 22 =  и намотанной 

на каток 1. Каток представляет собой двухступенчатый барабан массы 

21 == mm  кг и катится по наклонной плоскости с углом 30=α º без 
скольжения. Коэффициент трения качения катка 3,0=δ  см. Радиусы 

блока 2 302 =R см и 102 =r  см, блока 3  смR 403 = , 203 =r  см, катка 1 

201 =R см и 101 =r см. Радиус инерции катка относительно оси, про-
ходящей через его центр 151 =ξi см; радиус инерции блока 2 относи-

тельно оси, проходящей через его центр 182 =xi см, блока 3 253 =xi  см. 

Коэффициент трения скольжения тела 4 по наклонной плоскости 

1,0=f . К блоку 2 приложена пара сил с моментом мН1 ⋅=М , к бло-
ку 3 приложена пара сил сопротивления с моментом мН2,1 ⋅=сМ . 

Система приходит в движение из состояния покоя (рис. 8). Опреде-
лить скорость центра масс тела 1, в тот момент, когда тело 4 пройдет 
путь равный 2=s  м, учитывая трение скольжения тела 4 и сопротив-
ление качению тела 1, катящегося без скольжения, а также момент 
сил сопротивления, приложенный к телу 3, пренебрегая другими си-

лами сопротивления и массами нитей, предполагаемых нерастяжи-

мыми. 

 
2 3 

1 

4 
α  

β
 

s  

 

Рис. 8 

Решение. Применим для решения задачи теорему об изменении 

кинетической энергии механической системы (1). 

Для рассматриваемой системы, состоящей из абсолютно твер-
дых тел, соединенных нерастяжимыми нитями  0=∑ J

iA . 
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Так как в начальном положении система находится в покое, то 
00 =T . Следовательно, уравнение (1) принимает вид 

 ∑= E
iAT .  

Вычислим кинетическую энергию системы как сумму кинетиче-
ских энергий тел 1, 2, 3 и 4 (рис. 9): 

 4321 TTTTT +++= .                                             

 2 3

1 
4 

α  
β
 

4υ  

М
сМ  

2ω  
3ω  

кυ  С 

Р1 

1ω  
Аυ

К 

А 

1Сυ  

Dυ  D 

O2 O3 

 

Рис. 9 

Кинетическая энергия тела 1, совершающего плоское движение,  

 
22

2
11

2
11

1

ω
+

υ
= ξJm

T C ,                                      

где 1Cυ  – скорость центра масс С  катка 1; 2
1

2
111 ξξξ == miimJ  – момент 

инерции катка 1 относительно его центральной продольной оси; 

1

1
1 R

Cυ=ω  – угловая скорость катка 1. Следовательно, получаем: 

    
2
1

2
1

2
1

2
1

1
22 R

mim
T

CC
υ

+
υ

= ξ
.  

Кинетическая энергия тела 2, совершающего вращательное 
движение, равна  

 
2

2
22

2

ω
= xJ

T ,  
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где 2
2

2
222 2 xxx miimJ ==  – момент инерции катка 2 относительно его 

центральной оси; 
2

2 R
Dυ=ω  – угловая скорость колеса 2; Dυ  – скорость 

точки D  колеса 2. Найдем зависимость между скоростью точки D   
и скоростью центра масс колеса 1, учитывая свойства мгновенного 
центра скоростей: 

 ( ) ( )11
1

1
111 rR

R
rR C

KD +
υ

=+ω=υ=υ . 

Тогда угловая скорость колеса 2 ( )11
12

1
2 rR

RR
C +

υ
=ω . В итоге по-

лучаем:  

 ( )2
112

2
2
1

2
1

2
2

2 rR
RR

mi
T Cx +

υ
= .                                   

Кинетическая энергия тела 3, совершающего вращательное 
движение, равна  

 
2

2
33

3

ω
= xJ

T ,                                          

где 2
3

2
333 4 xxx miimJ ==  – момент инерции катка 2 относительно его 

центральной оси; 
3

22
3

R

rω
=ω  – угловая скорость колеса 3, определяе-

мая из равенства скоростей в точке касания колес 2 и 3. Учитывая вы-

ражение для угловой скорости второго колеса, получаем: 

 ( )11
123

21
3 rR

RRR

rC +
υ

=ω . 

В результате:  

 ( )2112
3

2
2

2
1

2
2

2
1

2
3

3

2
rR

RRR

rmi
T Cx +

υ
= .                              

Кинетическая энергия тела 4, совершающего поступательное 
движение, равна  

 
2

2
44

4

υ
=

m
T ,                                          
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где 334 rω=υ  – скорость центра масс тела 4. Учитывая выражение  
для 3ω , получаем: 

 ( )11
123

321
4 rR

RRR

rrC +
υ

=υ .  

Следовательно, получаем: 

 ( )2112
3

2
2

2
1

2
2

2
1

2
3

4
2

5
rR

RRR

rmr
T C +

υ
= . 

В итоге получаем выражение для кинетической энергии систе-
мы как функцию скорости 1Cυ : 

 2
1

*
CmT υ= ,   

 ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++++++= ξ 2

112
1

2
2

2
3

2
2

2
32

112
1

2
2

2
3

2
2

2
32

112
1

2
2

2
2

2
1

2
1*

2

52

22

1
rR

RRR

rr
rR

RRR

ri
rR

RR

i

R

i
mm xx . 

Найдем сумму работ всех внешних сил, приложенных к системе, 
как функцию независимого перемещения. За такую независимую ве-
личину принимаем перемещение четвертого тела ss =4 . Покажем 

внешние силы, приложенные к системе (рис. 10): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1134тp4 CC
E
i MAGAMAMAFAGAA

rrrrrr
+++++=∑ .            

 

4N  

3

1

4 

α  

М  
СМ  

С 

1СМ  
D 

O2 O3 
1N  

2 

1G  
2G  

3G  
4G  

сц1F  трF β  

 

Рис. 10 
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Работа силы тяжести  тела 4:  

 ( ) β=β== sin5sin44444 mgsgsmhGGA
r

.                         

Работа силы трения скольжения 4 тела:  

 ( ) β−=β−=−=−= cos5cos444444тp4тp fmgsgsfmsfNsFFA
r

.          

Работа пары сил сопротивления вращению тела 3: 

 ( )
3

33 r

s
MMMA CCC −=ϕ−=

r
, 

где 
3

3 r

s
=ϕ  – угловое перемещение колеса 3, получаемое из выраже-

ния для угловой скорости колеса 3 при интегрировании его при нуле-
вых начальных условиях. 

Работа движущего момента тела 2: 

 ( )
32

3
2 rr

sR
MMMA =ϕ=

r
, 

где 
32

3
2

rr

sR
=ϕ  – угловое перемещение колеса 2, получаемое из выра-

жения для угловой скорости  колеса 2 при интегрировании его при 

нулевых начальных условиях. 
Работа силы тяжести  тела 1:  

 ( ) α=α== sinsin 111111 CC mgsgsmhGGA
r

.                    

Используя выражения для угловой скорости колеса 1 и интегри-

руя его при нулевых начальных условиях, получаем выражение для 
угла поворота  тела 1: 

 ( )1132

23

11

22
1

rRrr

RsR

rR

R

+
=

+
ϕ

=ϕ . 

Аналогично находим выражение для перемещения центра масс С 

колеса 1: 

 ( )1132

123
111

rRrr

RRsR
RsC +

=ϕ= . 
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Тогда получаем: 

 ( )
( ) α

+
= sin

1132

123
1

rRrr

RRsR
mgGA

r
.                                   

Работа пары сил сопротивления качению катка 1: 

 ( ) 111 ϕ−= CC MMA
r

,                                                  

где αδ=δ= cos11 mgNMC . 

Следовательно ( ) ( )1132

23
1 cos

rRrr

RsR
mgMA C +

αδ−=
r

.  

В итоге получаем: 

 ∑ = sFAE
i

* ,                                            

где 

 
( ) ( )

23

3

3

1132

32

1132

321* cossincos5sin5

rr

MR

r

M

rRrr

RR

rRrr

RRR
fmgF

C +−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

+
δ−α

+
+β−β=

 

согласно теореме (1), получаем 

 sFm C
*2

1
* =υ , 

откуда   

 
*

*

1
m

sF
С =υ .           

Подставляя числовые значения, получаем: 

 
( )

47,3
8856,3

812,46

92428,1

884127,0066,6
*

*

1 ==
+

==υ
m

mgs

m

sF
С  м/с. 
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Приложение 1 
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Рис. П.1.1. Варианты индивидуальных заданий 

(продолжение см. на с. 21–31, окончание см. на с. 32) 
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Рис. П.1.1. Продолжение (начало см. на с. 20, окончание – на с. 32) 
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Приложение 2 

Таблица П.2.1 

Таблица исходных данных для индивидуальных заданий (по вариантам) 

1m  2m  3m  4m  1R  1r  2R  2r  3R  3r  α  β  1ξi  
2xi  3xi  δ  s  

№ 
кг см град см 

f  
см м 

1 m2  m2  m4  m
2

1
 25 10 30 15 45 30 30 45 15 20 25 0,1 0,3 1 

2 m  m
4

1
 m  m

5

1
 30 15 20 18 25 15 45 60 12 10 15 0,15 0,2 1,5 

3 m  m5,1  m2  m  35 20 35 15 45 30 60 30 30 20 12 0,1 0,3 2 

4 m  m5,1  m5,1  m2  40 15 25 15 30 15 45 60 15 12 20 0,12 0,4 1 

5 m  m2  m  m  45 25 55 25 35 20 30 45 20 15 12 0,15 0,2 3 

6 m  m
2

1
 m

4

1
 m

6

1
 25 10 50 20 40 15 60 45 12 15 20 0,2 0,3 4 

7 m  m
6

1
 m

4

1
 m  20 10 45 25 60 30 30 45 12 30 20 0,1 0,25 2 

8 m2  m5,1  m  m
4

1
 30 10 45 12 50 20 30 60 15 20 30 0,2 0,35 1,5 

9 m  m4  m2  m
2

1
 20 10 35 15 45 15 60 45 12 15 25 0,15 0,3 2 

10 m  m3  m5,1  m
6

1
 15 5 50 20 35 20 45 30 20 25 15 0,17 0,2 1 

11 m  m5,1  m  m  20 10 35 15 50 25 30 60 12 12 25 0,1 0,4 3 

12 m5,1 m2  m  m5,1 40 25 30 15 50 30 45 60 10 35 20 0,12 0,3 4 

13 m  m3  m
2

1
 m

3

1
 50 20 45 20 60 45 60 45 12 25 20 0,2 0,25 2 



 

3
4

Продолжение табл. П.2.1 

1m  2m  3m  4m  1R  1r  2R  2r  3R  3r  α  β  1ξi  
2xi  3xi  δ  s  

№ 
кг см град см 

f  
см м 

14 m  m2  m3  m4  40 15 35 25 30 15 45 60 14 20 25 0,12 0,4 2 

15 m  m  m5,1  m5,1 35 15 25 10 55 30 30 45 20 30 15 0,1 0,2 4 

16 m
2

1
 m

6

1
 m

4

1
 m2  45 20 50 30 45 20 30 60 12 20 30 0,15 0,35 3 

17 m  m2  m  m  20 10 35 15 50 30 45 60 14 16 20 0,17 0,35 1,5 

18 m  m5,1  m2  m
4

1
 30 15 45 15 40 15 45 30 12 14 20 0,1 0,3 1 

19 m4  m  m5,1  m
2

1
 50 20 60 20 45 25 60 45 12 15 18 0,2 0,25 1 

20 m  m  m2  m  30 15 45 20 45 25 30 60 12 20 18 0,1 0,5 2 

21 m  m
4

1
 m  m

6

1
 25 10 55 20 50 30 30 45 14 15 20 0,17 0,2 2,5 

22 m2  m  m  m  30 10 40 15 35 20 60 30 16 20 24 0,2 0,35 3 

23 m  m
3

1
 m2  m

2

1
 45 10 45 20 30 15 60 45 12 15 25 0,12 0,4 4 

24 m  m  m4  m  50 20 55 15 40 20 45 60 14 25 20 0,17 0,5 2 

25 m
8

1
 m2  m  m

5

1
 30 20 45 20 60 20 30 45 12 18 16 0,15 0,2 1 

26 m  m3  m2  m  45 15 55 30 45 15 30 60 14 18 25 0,2 0,35 2,5 

27 m
4

1
 m5,1  m

6

1
 m  35 10 45 20 50 25 60 30 12 16 20 0,1 0,3 3 

28 m  m2  m  m  20 15 40 15 50 15 45 60 12 20 20 0,15 0,25 2 

29 m
3

1
 m  m2  m

5

1
 25 10 50 30 45 25 45 30 20 12 24 0,12 0,4 3 



 

3
5

Продолжение табл. П.2.1 

1m  2m  3m
 4m  1R  1r  2R  2r  3R

 3r  α  β  1ξi  2xi
 3xi

 δ  s  № 
кг см град см 

f  
см м 

30 m  m
8

1
 m

3

1
 m  30 20 60 30 50 35 30 60 16 12 18 0,2 0,35 2 

31 m  m4  m2  
m5,1

 
30 15 35 15 45 20 60 45 12 24 20 0,17 0,3 1 

32 m  m  m  m  30 20 45 20 50 25 30 45 12 16 24 0,1 0,2 1 

33 m  m2  m  m  40 30 55 15 60 40 45 60 24 30 14 0,1 0,4 4 

34 m  m2  m2  m  30 15 45 15 40 20 30 60 15 20 18 0,1 0,25 1,5 

35 m
4

1
 m3  m5,1  m

8

1
 45 25 50 25 45 15 60 45 20 12 20 0,15 0,35 2,5 

36 m
6

1
 m

6

1
 m  m

4

1
 30 25 45 30 55 25 30 45 12 24 16 0,17 0,2 2,5 

37 m
4

1
 m

5

1
 m

8

1
 m  40 20 50 30 40 20 45 60 16 20 15 0,2 0,3 4 

38 m4  m  m  m3  30 15 55 15 45 20 60 30 20 24 30 0,12 0,4 3 

39 m  m  m3  m  60 35 45 20 30 15 60 45 14 16 20 0,2 0,35 3,5 

40 m  m2  m  m  30 15 55 30 45 20 30 45 12 16 24 0,17 0,5 2 

41 m3  m4  m  m  45 20 30 10 45 15 45 60 15 18 14 0,15 0,4 1 

42 m  m
3

1
 m2  m

6

1
 50 10 55 15 35 15 30 60 20 18 16 0,12 0,2 2 

43 m  m4  m5,1  m  35 15 35 15 40 20 60 30 14 20 12 0,1 0,25 2,5 

44 m2  m  m3  m2  45 30 30 10 35 20 60 45 12 12 15 0,12 0,5 3,5 

45 m
4

1
 m  m

5

1
 m  25 20 45 30 25 10 45 60 14 16 20 0,17 0,3 1 

 



 

3
6

Продолжение табл. П.2.1 

1m  2m  3m
 4m  1R  1r  2R  2r  3R

 3r  α  β  1ξi  2xi
 3xi

 δ  s  № 
кг см град см 

f  
см м 

46 m  m3  m
2

1
 m

8

1
 30 20 40 20 40 15 45 30 15 14 25 0,1 0,35 1,5 

47 m
3

1
 m  m  m  60 30 50 25 45 20 30 45 20 16 18 0,15 0,4 3 

48 m  m2  m
6

1
 m  25 15 60 45 30 15 60 45 16 30 12 0,2 0,25 1 

49 m  m4  m  m  40 20 45 30 35 15 45 60 16 18 25 0,17 0,3 2 

50 m  m5,1  m2  m  35 15 50 20 30 15 30 45 12 24 20 0,12 0,2 1 

51 m  m2  m  m  40 25 35 20 45 20 45 30 15 30 25 0,1 0,2 3 

52 m  m
4

1
 m

8

1
 m

5

1
 30 15 30 15 40 15 30 45 12 24 16 0,17 0,35 4 

53 m  m  m3  m
2

1
 30 20 45 20 55 15 45 30 12 18 24 0,12 0,2 3 

54 m5,1 m  m  1,5m 20 15 55 20 45 25 30 60 20 24 25 0,17 0,3 1 

55 m  m  m5,1  m  15 10 60 30 55 20 45 60 14 20 18 0,1 0,4 2 

56 m  m3  m2  m  40 15 55 30 40 15 60 45 12 20 18 0,15 0,25 3 

57 m5,1 m
6

1
 m

4

1
 m  50 30 60 30 45 15 45 30 14 15 16 0,2 0,35 41 

58 m  m2  m  m  40 15 45 25 55 20 30 45 11 18 20 0,17 0,5 2 

 

59 m  m
2

1
 m

5

1
 m

6

1
 60 40 50 30 40 20 30 60 20 16 24 0,12 0,2 3,5 

60 m  m
5

1
 m4  m

3

1
 50 35 45 15 35 20 45 30 14 25 30 0,17 0,4 2,5 

61 m  m  m3  m  30 10 55 20 45 20 45 60 14 20 24 0,1 0,3 2 



 

3
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Продолжение табл. П.2.1 

1m  2m  3m
 4m  1R  1r  2R  2r  3R

 3r  α  β  1ξi  2xi
 3xi

 δ  s  № 
кг см град см 

f  
см м 

62 m
8

1
 m2  m  m  25 15 50 30 55 20 45 30 16 18 20 0,2 0,2 3,5 

63 m  m  m4  m3  40 25 45 20 45 15 30 45 15 16 18 0,15 0,35 1 

64 m  1,5m m
8

1
 m

5

1
 55 30 40 15 20 10 60 30 12 16 18 0,1 0,5 1,5 

65 m  m2  m  m3  65 40 45 15 45 15 60 45 11 18 16 0,15 0,3 4,5 

66 m  m4  m  m  15 10 35 20 45 25 30 60 12 20 18 0,2 0,4 2 

67 m  m3  m  m  30 10 45 25 50 30 45 60 20 18 24 0,17 0,25 1,5 

68 m3  m  m2  m  50 25 50 30 35 15 45 60 16 12 11 0,12 0,4 2 

69 m  m
4

1
 m

2

1
 m

5

1
 45 30 50 30 45 20 30 45 14 16 20 0,12 0,4 2,5 

70 m
8

1
 m2  m  m  35 15 40 15 50 25 30 60 16 14 20 0,2 0,35 1 

71 m  m3  m3  m
3

1
 50 20 45 20 50 15 60 45 11 16 24 0,1 0,3 2 

72 m  m
6

1
 m2  m

8

1
 45 20 50 25 45 20 45 60 18 24 25 0,15 0,2 3,5 

73 m  m  m3  m  20 10 40 15 60 20 45 30 20 25 24 0,17 0,5 4,5 

74 m  m3  m2  m  25 15 55 30 45 20 30 45 12 18 15 0,1 0,25 1 

75 m  m5,1  m  m
5

1
 30 15 45 20 30 15 30 60 11 24 12 0,15 0,3 1,5 

76 m  m4  m  m  60 45 60 30 40 20 60 45 18 30 12 0,2 0,35 3 

 

77 m2  m
4

1
 m3  m

3

1
 40 25 55 30 45 15 45 30 16 12 14 0,17 0,3 3,5 



 

3
8

Продолжение табл. П.2.1 

1m  2m  3m
 4m  1R  1r  2R  2r  3R

 3r  α  β  1ξi  2xi
 3xi

 δ  s  № 
кг см град см 

f  
см м 

78 m  m  m
6

1
 m5,1 30 10 50 25 40 20 30 60 12 16 15 0,2 0,25 2,5 

79 m  m  m2  m  20 15 35 15 45 20 45 60 14 15 16 0,12 0,5 2 

80 m  m
4

1
 m

2

1
 m

8

1
 15 10 30 15 50 25 30 45 20 18 16 0,15 0,4 3 

81 m  m
6

1
 m  m

5

1
 10 8 50 40 45 15 60 45 25 20 12 0,1 0,2 1 

82 m3  m2  m  m  30 15 50 30 45 20 45 60 18 14 16 0,2 0,35 1 

83 m  m  m
3

1
 m  50 20 45 20 35 15 45 30 16 12 20 0,12 0,4 3 

84 m  m3  m2  m  40 15 60 40 45 20 30 60 15 12 24 0,17 0,2 2 

85 m  m
6

1
 m  m

6

1
 50 15 35 10 45 20 45 60 12 18 24 0,1 0,3 4 

86 m  m  m
6

1
 m  60 40 60 40 45 15 30 45 11 20 12 0,15 0,25 3 

87 m  m2  m4  m  40 20 50 35 50 25 60 45 14 24 16 0,2 0,35 2 

88 m  m
5

1
 m  m

3

1
 55 30 45 25 60 30 30 60 16 12 18 0,17 0,2 1 

89 m  m
6

1
 m2  m3  35 25 50 30 45 20 45 30 15 16 20 0,12 0,3 1,5 

90 m
2

1
 m5,1  m3  m4  25 10 45 20 45 25 45 30 12 14 16 0,15 0,25 2,5 

91 m  m
8

1
 m

3

1
 m

5

1
 40 15 35 20 50 30 30 60 20 18 24 0,1 0,35 3 



 

3
9

Продолжение табл. П.2.1 

1m  2m  3m
 4m  1R  1r  2R  2r  3R

 3r  α  β  1ξi  2xi
 3xi

 δ  s  № 
кг см град см 

f  
см м 

92 m  m3  m
4

1
 m  50 35 50 30 60 35 60 45 24 25 30 0,2 0,4 2,5 

93 m5,1 m  1,5m m  30 20 45 20 55 25 45 30 18 16 15 0,12 0,35 1,5 

 

94 m  m2  m  m
3

1
 25 15 30 15 50 30 30 45 20 24 25 0,1 0,25 2 

95 m  m
6

1
 m

2

1
 m

5

1
 30 10 45 25 45 20 30 60 16 18 24 0,15 0,3 2,5 

96 m  m
8

1
 m5,1  m  55 25 50 30 40 20 60 45 12 16 25 0,12 0,35 1,5 

97 m  m3  m2  m  65 30 60 20 50 30 30 45 14 15 20 0,2 0,2 1 

98 m
2

1
 m

8

1
 m

6

1
 m

3

1
 45 20 50 25 50 35 30 60 15 18 18 0,1 0,3 2 

99 m2  m
4

1
 m2  m

5

1
 35 15 45 20 45 15 60 45 16 16 24 0,12 0,25 4 

100 m5,1 m2  m3  m
5

1
 20 10 50 35 30 20 45 60 20 16 18 0,15 0,2 3 

101 m3  m
5

1
 m2  m

5

1
 30 15 40 25 40 25 30 45 12 14 22 0,12 0,2 2,5 

102 m5,1 m3  m3  m
5

1
 20 10 20 15 35 25 45 45 22 13 16 0,10 0,3 1 

103 m  m5,1  m2  m
3

1
 35 15 40 20 35 15 30 60 11 14 11 0,20 0,12 2,5 

104 m  m2  m  m3  20 10 50 25 45 20 60 45 20 15 24 0,15 0,14 1,5 

 



 

4
0

Окончание табл. П.2.1 

1m  2m  3m
 4m  1R  1r  2R  2r  3R

 3r  α  β  1ξi  2xi
 3xi

 δ  s  № 
кг см град см 

f  
см м 

105 m
5

1
 m5,1  m

8

1
 m

5

1
 20 10 45 20 30 15 45 60 24 25 20 0,10 0,3 2 

106 m  m  m
4

1
 m

6

1
 40 25 60 30 50 25 30 45 22 20 12 0,3 0,1 1 

107 m5,1 m
4

1
 m

6

1
 m  50 20 35 15 40 20 60 45 12 18 14 0,15 0,2 3 

108 m2  m
4

1
 m

5

1
 m

8

1
 45 20 40 20 50 25 45 30 14 16 15 0,20 0,35 2 

109 m3  m
6

1
 m3  m3  40 15 45 25 35 15 30 45 16 12 12 0,25 0,4 2 

110 m
5

1
 m2  m5,1  m

4

1
 35 20 50 25 45 20 45 60 15 11 16 0,10 0,5 1,5 

Примечание. Внешний момент, движущую силу и момент сил сопротивления, приложенные к телам 2 и 3, выбрать са-
мостоятельно. Радиусы инерции 1ξi , 2xi и 3xi  даны относительно центральных осей, проходящих перпендикулярно 
плоскости чертежа. В вариантах 83–88 массы каждого из четырех колес 1 одинаковы. 
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