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МАТЕМАТИКА

Г. М. ГИНЗБУРГ

О ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ 
СТОХАСТИЧЕСКИМИ УРАВНЕНИЯМИ С БЕСКОНЕЧНЫМ

МНОЖЕСТВОМ НУЛЕЙ ДИСПЕРСИОННОЙ ФУНКЦИИ

(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном 2 II 1955)

В работе (*) С. Н. Бернштейн установил, что уравнение
___  п—1

Дуг = А(у,.)Д7 + Ж z = 0, 1, 2, —1; у Et^t, (1)
  

определяет предельное распределение для г-^оо

Р(у) = lim [lim Рп(у, 0], /—>со п -*ро

удовлетворяющее уравнению

(А'Р)™ - [(А + 72В') ^(-1> + ^РВ = ау + Ь, (2)

если функции А (у) и В (у) = Ef 2 у) таковы, что для любого сколь
угодно большого t имеет место неравенство E\yn L.

Если, кроме того, В(у)<0, то предельное распределение един­
ственно и определяется формулой

с , 
лр С 2 JI

где С — константа нормирования.
Для выполнения условия как показано в этой же ра­

боте, достаточно, чтобы |/^(«, у)|<« и

у А (у) <- s(l +y2) + H^+y2yi., (4)

где г и Н — положительные постоянные.
В работе (2) нами установлены условия единственности предельно­

го распределения для случая, когда дисперсионная функция В (у) 
обращается в нуль на некотором множестве точек. Основными резуль­
татами являются:

I. Теорема единственности непрерывного предель­
ного распределения. Если функции А (у) и В (у) — аналитиче­
ские функции от у, не имеющие общих нулей, то предельное рас­
пределение Р(у), определяемое уравнением (1), единственно в том и 
только в том случае, если нули функции В (у), в которых AlyX®,
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не предшествуют на числовой оси нулям функции В (уф в которых 
A(y)>Q.

II. Теорема единственности дискретного предельно­
го распределения. Если А (у) и В (у) — аналитические функции 
от у, имеющие один общий нуль у = ys, то предельное распределе­
ние Р(уф определяемое уравнением (1), единственно и dP(ys} = 1 в 
том и только в том случае, если при

А(у) = (у — у^(уф

В(у) = (у-у^^(уф

? (ys) = « ¥= о,

выполняются условия-.
1) функция А (у) положительна в нулях функции В (у), лежа­

щих слева от ys, и отрицательна в нулях функции В (у), лежащих 
справа от ys\

2) a) m 2k 
или

b) т = 2k — 1 и a^,b (k — %)

или
c) m<2k—1, m нечетно и a<0.

Доказательства приведенных теорем и примеры соответствующих 
стохастических уравнений даны для случая, когда функция В (у) об­
ращается в нуль в конечном множестве точек.

Достаточность условий, указанных в приведенных теоремах для 
единственности предельных распределений, распространяется без ого­
ворок (что вытекает из лемм 1 и 6 (2)) и на случай, когда дисперси­
онная функция В (у) имеет бесконечное множество нулей; при этомОО
лемма 1 и условие p(y)dy = l показывают, что, в отличие от слу­

чая, когда функция В (у) имеет конечное множество нулей, функция 
А (у) не может принимать во всех нулях функции В (у) только поло­
жительные или только отрицательные значения, если функция В (у) 
имеет бесконечное множество нулей в обоих направлениях оси Оу. 
Если же, например, функция В (у) имеет бесконечное множество ну­
лей только в положительном направлении оси Оу, то функция А (у) 
не может принимать положительных значений во всех нулях функ­
ции В (уф

Необходимость условий, указанных в приведенных теоремах для 
единственности предельных распределений, распространяется на слу­
чай, когда дисперсионная функция В (у) обращается в нуль в беско­
нечном множестве точек, если считать выполненным условие (4) или 
эквивалентное условие в том смысле, чтобы А(—оо)>0, Д(+оо)<0. 
Действительно, если Д(у)>0 при у< —и Д(у)<0 при y^N, 
где N достаточно велико, то все нули функции А (у) лежат внутри 
отрезка [—N, +N], на котором функция В (у) имеет конечное мно­
жество нулей; если при этом на отрезке [— N, 4- /V] имеется хотя 
бы один нуль функции В (уф в котором Д(у)<0, предшествующий 
нулям функции В (уф в которых Д(у)>0, то, при отсутствии совпа­
дающих нулей функций А (у) и В (уф на всей оси Оу имеется не 
меньше двух интервалов, в которых р(у) может быть отличным от 
нуля и определяется с точностью до постоянных множителей, т. е. 
в этом случае предельное распределение единственным быть не может. 
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Если же на отрезке [— N, + N] имеется один общий нуль функций 
А (у) и В (у) и хотя бы один нуль функции В (у), в котором А(у)<0, 
предшествует нулям функции В (у), в которых А(у)>0, то на оси 
Оу имеется хотя бы один интервал, в котором р(у) может быть от­
личным от нуля и определяется с точностью до постоянного множи­
теля, и в этом случае, ввиду неопределенности приращения функции 
предельного распределения в общем нуле функций А (у) и В (у), пре­
дельное распределение единственным образом не определяется.

Построим ряд примеров стохастических уравнений вида (1), для 
которых выполнены условия (4) и в которых функция В (у) обращает­
ся в нуль в бесконечном множестве точек.

Простейшими уравнениями такого вида являются уравнения

Ду = — уД£ + f(a., у)]/Д£ Ef^-, У) = О, В/2 (а, у) = В (у) = cos2my,
(а)

Ду = — уД£ + /(«, у)УДЛ В/(а,у)=0, В (у) = sin2my. (б)

Первое из этих уравнений определяет при каждом натуральном т
единственное непрерывное предельное распределение; например, при 
т =1 имеем:

р(у) =
е—tg У при----у<У 

при |у|>-^-.

Уравнение (б) определяет при любом натуральном т единственное 
дискретное предельное распределение dP(0) = l.

Легко построить примеры стохастических уравнений вида (1), в ко­
торых функция В (у) имеет бесконечное множество нулей только в 
одном направлении оси Оу. Для этого достаточно, например, взять

В (У) = [® (У) —sin у]2,

где функция <Ду) удовлетворяет условиям: ?'(y)<CO, Нш у^у^а, 
1<а<оо, Д0)Д-1, Иш ф (у) = 0.

у—> + °°
Так, уравнение

Ду = — ,уД£ + a (arc ctgy — 8іП;у)УД£, £« = 0, £а2= 1, (в)
определяет единственное непрерывное предельное распределение р(у)=О 
при у где %! — наименьший корень уравнения arc etg у — sin у — О, 
р(у) в интервале —оо<у<^х1 определяется по общей формуле (3), 

Xi
где С определяется из условия \ p(y}dy = \.

Построим теперь такие примеры уравнений вида (1) с бесконеч­
ным множеством нулей дисперсионной функции В (у), в которых чис­
ло нулей функции А (у) мы можем задавать произвольно.

Возьмем уравнение

Ду = (— ky + cos2 у) Д£ + /(«, у) ]/Д£ Л>0, B(y) = sin2y. (г)

Функция А (у) = — ky + cos2 у имеет несколько нулей, из которых 
один может совпасть с нулем функции В (у); последнее имеет место, 
если k = —•, где п — натуральное число.
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Уравнение (г) определяет единственное предельное распределение 
при любом k. Если .—4т—, то

Г (л + 1) 7Г ЛТГ ’

ПР» ™<У<(п+Ъ*;
р^ц -у

| о при у и у >(я + 1)тг;

при А =—уравнение определяет дискретное предельное распреде­
ление йР{пт.)= 1.

Аналогично, уравнение

Ду = (— ky 4- sin2 у) Д/ +/(«, у)УЫ, £>0, В (у) = cos2 у, (д)

определяет при любом k единственное предельное распределение 
при тт—---- 4т—о имеем

1 (2« + 1)тс/2' щ2п—1)тг/2

р(у) =

с
cos2^^’ у

О

e~2(ky tg у—tg у У у) в интервале (2п—1)~<у<(2п+1)^-;

при у <(2л — 1)у и У>(2« + 1)4;

при k = — УРавнеиие определяет дискретное предельное рас­
пределение dP [(2« — 1) те / 2] = 1.

Приведем пример стохастического уравнения вида (1) с беско­
нечным множеством нулей дисперсионной функции, для которого 
предельное распределение не является единственным.

Возьмем уравнение

Ду = (— py + siny) At + f(a, y)VM, В (у) = cos2у. (е)

1
При k = + 1)тс/2 ’ где л —натУРальное число или нуль, функции
А (у) и В (у) имеют два общих нуля у1 2 = ±(2п + 1)те/2, и в этом 
случае, как известно, предельное распределение не определяется 
единственным образом.

Рассматриваемое уравнение не определяет единственного предель­
ного распределения и в случае, когда k =1= + д 2 для л=0, 1,2,...,
т. е. когда функции А (у) и В (у) не имеют общих нулей, так как при 
£<2/те имеются нули функции В (у), в которых функция А(уХ0, 
предшествующие нулям функции В (у), в которых А(у)>0, напри­
мер, А(— те / 2) О, А (+ те/2)>0. Плотность р(у) предельного рас­
пределения, определяемого уравнением (е), может быть отличной от 
нуля в интервалах (2п~ + те/2, 2пк + Зте/2), п = 0, + 1, + 2, ... .ле­
жащих внутри отрезка [—(-*4 + те), (хх + те)], где Xj— наибольший ко­
рень уравнения —ky + sin у = 0.

Львовский педагогический Поступило
институт 1 II 1955
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