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Пусть G —конечная группа, К— алгебраически замкнутое поле, 
характеристика которого не делит порядок G. Предположим, что G 
является абелевым расширением группы И. Обозначим групповые 
алгебры групп G и Н над полем К, соответственно, через R(G,K) 
и R(H, К). В настоящей заметке строится полная система минимальных 
идемпотентов центра и, в предположении цикличности G/ Н,— полная 
система попарно ортогональных минимальных идемпотентов R^G,^, 
если такие системы известны для R(H, К)*.

* Эта задача при значительно более сильных ограничениях на группу G реше­
на в (5).

Пусть bQH...bq-! H(b0 = 1) — все смежные классы G по Н. Так как 
О/И — абелева группа, то каждый смежный класс КН распадается на 
классы сопряженных элементов группы G. Пусть в КН входят классы 
Сц,..., CiSi (i = 0, ..., q — 1). Обозначим сумму элементов класса Сц 
в R(G, К) через kij (г = 0,. .., q — 1; j =1,..., si).

Если е'— минимальный идемпотент центра Z R(G,K), то (х):
Й-,

(1)

(^і/ € Ci/; hi/ — порядок класса Ср; yt — характер; nt —• степень абсолютно 
неприводимого представления G, соответствующего

Пусть elt..., es — полная система минимальных идемпотентов 
центра R(H,K). Каждый элемент g € G порождает автоморфизм yg ал-, 
гебры R (Н, К): (а) = g-1 ag (а € R (Н, К)). По отношению к группе
различных автоморфизмов множество М = {е}........ щ} распадается 
на непересекающиеся области транзитивности: М =.............. \j Мт.

Пусть Мі = {ец,.. . , eq.i} ..., m);
ri

eti = ^e^, (2)
Z=i.

где элементы eft (i = 1,.. ., m; t = 1........ q.; j = 1..........г.) образуют
полную систему попарно ортогональных минимальных идемпотентов 
R (Н, К). Положим

в/ = ец + ... + (г = 1, . . . , m). (2')
Очевидно, ві € Z, причем

1 = К + ... 4- ет; e} = et; = 0, если i j. (3)
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Разложению (3) соответствуют прямые разложения
(G, К) — Л + ... + Im; Z — Zx + . .. + Zm, (4)

где Л — двухсторонний идеал, порожденный идемпотентом ei, 
Zi — центр /г (i = 1,..., т).

Очевидно, степень алгебры Zp над К равна наибольшему числу 
линейно независимых среди элементов kijep (р = 1, ..., т; i = 0,. .. 

■ ■■И— 1; J ==_1, . . . ,_$/). Пусть P = Z[}R(H,K). Легко показать, что 
идемпотенты е±........ ет образуют базис алгебры Р над К. Произволь­
ный элемент х б Р представляется в виде

х = aj ег + . .. + ет (^ € К; i = 1,. . . , т). (5)

Ввиду (5) и (3) для любого х € Р имеет место формула:
хе/= аег (а€/<). (6)

Положим
(О, если kij6p = 0 (J = 1,..., Si);

^ір I . —И, если найдется такое j (1 Si), что kijep=RQ.
Лемма. При фиксированном р (1 Рт) смежные классы ЬіН, 

для которых Ьір=1, образуют подгруппу Fp фактор-группы G / 
причем степень алгебры Zp над К равна порядку Fp.

Доказательство. Пусть разложение ер в сумму минимальных 
идемпотентов центра R (G, К) имеет вид

сР = ег + • • • + Ct. (7)
Ввиду (1) и (7)

kij ер = ^61 + ... + a-te't К; г = 1........ t) (8)
(коэффициенты л1г... зависят от i,J, р).

Если kij — biA, где A^R(H,R) и порядок смежного класса biFr 
равен mi, то (bi А)™1 = bi 1 А 1 6 Р.

Значит, в силу (6), 
Ц^рГ^Ъ^Ъ (9)

Из (8) и (9) получаем: а^‘ е' + . .. + ат‘ е' = ^еР, откуда

ОО)

Если ki^ep^Q, то ^¥=0 (центр R(G, К) не содержит нильпотент­
ных элементов) и, ввиду (10),

а» ¥= 0 (/= 1,..., /). (11)
Пусть bi,H^Fp; bi.H^Fp^ Тогда существуют элементы А/,/, и kilj2> 

Аля которых ktj, еР =4= 0; ki^ еР 0. Согласно (8)
kij,ep — ei + • • ■ + ^І2І2ер = ^іе1 +... +Get (12)

и, ввиду (И),
(/—!>••■>/)• (13)

В силу (12) и (13)
kij^p-ki^^ep = + •.. + (14)

С другой стороны,
^»1/1 ‘ = 2т<7^// (15)

І,і
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—целые числа), где элементы соответствуют классам сопря­
женных элементов Сц из смежного класса bt,bi2H. Если для всех 
из этого класса k^ep = 0, то, в силу (15), ki^ep-ki^Cp = 0, что проти­
воречит (14).

Итак, если bi,H£Fp и bi^H^Fp, то b^b^H^Fp. Ввиду (1) и (8) 
из b^H^Fp вытекает, что bT^H^Fp. Значит, Fp — подгруппа G / Н.

Для завершения доказательства леммы остается показать, что эле­
менты ki^ep и kt2j2eP линейно зависимы при іг=і2 (т. е. когда ki,it 
и ki2j2 соответствуют классам сопряженных элементов Cij, и Ci2]t из 
одного смежного класса Ь^Н}.

Пусть кщ, = bi, Дь ki,j2 = Ьі,А2 (Дь А2 6 R (И, Л)); k^Jp = . -
• • • + ^ et 0; ki,j,ep — Тх ej 4-... + у/ 0.

Ввиду (10) и (11)

0 — 1, • • •, t)’, Рх f‘= .., = г* = X =^= 0. (16)

Положим у. = р. (i — 1,..., /). Тогда, в силу (16),

(kimep) ‘‘ 'ki,j,ep = (Рхвх + ... + ₽<“ et) (рхРхеі + --- + р^/^) — 
= Pi ₽іг' ex + • • • + Р/ ‘‘ et = X (рх Сх + •.. + р/ et). (17)

С другой стороны,

A 1 -А2^Р. (18)
Ввиду (18) и (6)

(ki^p)^1 • k^P = ^p (3 € К). (19)

Сравнивая (17) и (19), заключаем, что рх = ... = р, = А ( откуда

kixj2eP — — ki,j, ер. Лемма доказана.
rnv™-CTF разлагается в прямое произведение циклических под- 
,Р_ / р ^ро X ... х (Bptp\ соответственно, порядков а^,.., a.pt 
Р ’ • ■ • , w). Выберем в каждом из смежных классов Врг такие классы 
сопряженных элементов Cirir, что (klrJrep)=£0 (r= i t ). Тогда в 
силу (9), ’ ’

^kirireP^pr = ^гер .........tpY (20)

п - арг—
Пусть apr = kirjrep!Учг • Ввиду (20)

{aprypr — ер (г = 1,..., tp, р=\,.,.хт), (21)

причем {аРАп ер, если п-^а^.
ЖИМ ~7-перВООбраЗНЫЙ корень1 степени из единицы. Поло­
жим (S, apr) + sapr + ... + epr-^a-pr-iy

Теорема 1. Идемпотенты.

6,1.. 1‘р ~ “л • • • *ptp ^р1,аР^ ■ • • ^ptP, aptp) 

(0<гг<а^—1; г =1,..., tp, р=\................................ (22^

ПолнУю систему минимальных идемпотентов центра
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Действительно, идемпотенты отличны от нуля, принадлежат 
центру R{G,K), попарно ортогональны и число их при фиксирован­
ном р равно «л .. . ^ptp — порядку группы Fp.

Если О/Я —циклическая группа, то Fp (р — 1,..., т) — также 
циклическая группа: Fp = {Bp). В этом случае формулы (22) прини­
мают вид

аР+ • • •(0 < І < *Р -1; р = 1,..., т), (22')

и справедлива следующая теорема:
Теорема 2. Идемпотенты

еМ, і = (ty + ^рарё^ + .. . + ^Р^а^ф (23)

(Р = 1, • . ., m;t=\........ qp, j = 1, . . . , Гр, i = 0, . . . , лр — 1)

{см. формулы (2) и (2')) образуют полную систему минимальных 
ортогональных идемпотентов R{G, Ку

Доказательство теоремы основывается на формулах (22') и том фак­
те, что подгруппу Fp в случае цикличности фактор-группы GJH 
можно представить в виде Fp = Fp/ Н, где Fp — подгруппа G, состо­
ящая из всех элементов g, для которых g“1eljOg = е1р (см. (2')). Послед­
нее проще всего получить, использовав одну теорему работы (2).

Опираясь на леммы, аналогичные леммам 1 и 4 из (3), и теорему 1, 
можно доказать следующую теорему:

Теорема 3. Пусть G — циклическое расширение группы Н; п — по­
рядок G / Н\ Си ..., Cs— классы сопряженных элементов G, содер-. 
жащиеся в Н; hi —число классов Н, на которые распадается класс 
Ct (i = 1,..., s). Тогда число классов сопряженных элементов груп­
пы G равно (у- + • • • + -р•

Из (22) и (23) вытекает также
Теорема 4. Пусть G —конечная разрешимая группа; п — на­

именьшее общее кратное порядков элементов G; К — алгебраически 
замкнутое поле, характеристика которого не делит порядок G; 
П — простое подполе К. Тогда всякое представление G в поле К 
эквивалентно представлению в поле П(з), где s — первообразный 
корень степени п из 1.

Теорема 4 в применении к разрешимым группам дает известный 
результат Брауэра о наименьшем поле разложения групповой алгебры 
конечной группы (4).

Теорема 4 может быть несколько усилена. Назовем полем характе­
ров группы G поле, полученйое присоединением к П значений всех 
характеров G (представления берутся над полем К). Тогда, опираясь 
на (22) и (23), можно показать, что если G = Go z> G^ Z). .. zd Gs = 1 — 
композиционный ряд разрешимой группы G; К — композит полей ха­
рактеров групп Gi (i — 0, ... , s) в К, то всякое представление G в К 
эквивалентно представлению в поле К'.
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