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ПРОСТОЙ 4-МНОЖИТЕЛЬ

(П редставлено академиком А. И. Колмогоровым 7 IV 1955)

Аналитическое в некоторой области G (невырожденное) уравнение 
F(^ = (1)

может допускать простой Д-множитель

• Фз (Л х) = Фз (Л.» ті> ^2> тз) (2)

лишь тогда, если, как и для ^рационального уравнения ^), размер­
ность F(t, т) по (£3, т3) равна 3 или 2 (г3 = 3, 2), как это имеет место 
и для уравнения

Ф (t, = Фз (t, ^F{t, = IА (А А; А f* (Л, О |. (3)

Признаки, определяющие размерность F(t,^, известны (х).
Пусть при г3 = 3 базисное разложение уравнения (1) имеет вид

= S А(^ДА(^з)=0, (4)
te=l

где Fk (t, Д = Fk (А ч; А т2) являются частными значениями функции 
F(t,x) при ПОСТОЯННЫХ t3 = t^, "з= тзй (2)-

Нетрудно показать, что для уравнения (4) анаморфоза (3) воз­
можна в том и только в том случае, если будут справедливы тож­
дества

Wa)AM = 0 (1=1,2). (5)
h=l

Для случая уравнения от 3 переменных Д(^іД2> ^з) = 0 условия 
(5) были указаны Келлогом (3).

Выражая условия (5) через частные значения функций F^t,^ и 
пользуясь сокращенными обозначениями

F^^ tk0 = tk; ^о = ^,

получаем:
Теорема 1. Для того чтобы уравнение (5) допускало простой 

А-множитель (2), необходимо, чтобы при произвольных частных 
значениях переменных tk — tw, ч — (k,i = 1»2) соблюдались тож­
дества

\F^\F^-F^\ = Q (i= 1,2,0); (6)
| F^-, F^- Ai0)| = 0 (t = 1,2, 0), (7) 
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и достаточно, чтобы эти тождества (6), (7) были соблюдены для 
некоторой системы частных значений th = tkh — этих пере­
менных, при которой ранги матриц, составленных из первых 
строк определителей (6), (7) {при 7=^0), были равны 2.

Подобные условия анаморфозы были указаны для уравнения от 
3 переменных И. А. Вильнером (4).

Развертывая определители (6), (7) по элементам последней строки, 
имеем

3

2 F^Aik{tit^) = O (7=1,2) (8)
h=l

и, сравнивая [(8) и (5), ■ получаем выражение для элементов анамор­
фозы (3):

fik^Aik (7= 1,2; А = 1,2,3). (9)

Если уравнение (1) вещественно, то оно допускает вещественные 
же анаморфозы, так как можно взять вещественными как базисное 
разложение (4), так и матрицы (6), (7).

Анаморфоза (3) будет с точностью до проективных преобразо­
ваний единственна; допустив обратное, придем к вырождению функ­
ции F{t, т).

При г3 = 2 для уравнения (1) с базисным разложением

2

F{t, = 2 ^°\Ы^з) = 0 
h=l

(10)

справедлива следующая теорема:
Теорема 2. 7а = t2i, т2 = т2і (7=1,2), 7Т = tlk, ч = xlk {k = 3, 4)— 

произвольные значения переменных, удовлетворяющие лишь усло­
виям

№
три c°nst.

F^

F^
(7= 1,2; k = 3, 4). (Н)0

Уравнение (10) тогда и только тогда допускает А-множитель 
(2), если для произвольных постоянных аг,Ьг,а2 {а3=/=ах) найдется 
константа Ь2, при которой система уравнений

\F^-,F^-,aiF^ + biF^\ = Q (7=1,2,0); (12)

\F^}-F^-ahF^+bkF^\ = Q {k = 3, 4, 0), (13)

где a0F[°°}+Ь^™^ Fs™, будет совместна относительно неизвест­
ной функции F^, если постоянные ak,bk {k = 3,4)J определяются 
через at, bi из условий

F^ {а* - at) + F^Xb* - ф) = 0 {i = 1,2; k = 3,J4). (14)

Для доказательства этой теоремы следует, наряду с уравнением 
(10), рассмотреть, как и в случае ^рациональных уравнений ^), вспо­
могательное уравнение размерности 3 по (73, т3) с дополнительной 
функцией F300).
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При соблюдении условий теоремы (2) элементы fik (г = 1,2; k = 
= 1,2,3) анаморфозы будут равны адъюнктам определителей (12) и 
(13), отвечающим элементам последней строки определителей (при 
i — 0).

За постоянную о2> как это нетрудно показать, можно принять вы­
ражение

F(n)

b2 = + (ах— а2) „(н) > (1$)

где = tn, есть решение уравнения

|F}00| = 0 (у, i = 1,2). (11')

Положив в теореме 2 произвольные постоянные равными: ах = 
=/?] = 0, а2 = 1, получим, в частности, для уравнения

/з (^з> тз) = tit т2) (16)

следующую теорему:
Теорема 3. Уравнение (16) тогда и только тогда допускает 

А-множитель (2), если при некоторой константе Ь2 имеет место 
тождество

1J. р№. Ь2Р^ 1 = 0 (£ =314) 0)( (17)
где

' F(01) ._ ?-(02) > (18)

или, что все равно, если отношение определителей

: ।. | • | Т р^1 • (19)
постоянно.

Здесь выбор значений переменных t2 = t2\, т2 = т2і (і — 1,2), t1=t1k, 
ті = "ih (& = 3, 4), как и в теореме 2, подчинен лишь условиям

Fm const; F^-F^^O (j = 1,2; £ = 3,4). (20)

Определяя, наконец, константу Ь2 формулой (15) и выбор значе­
ний переменных условиями (20), придем к следующей теореме:

Теорема 4. Уравнение (16) в том и только в том случае допу­
скает А-множитель (2), если справедливо тождество

|1;/7(feO);tp(to)^2)| = o (£=3,4,0), (21)

где 
р(01)_р(00) р(П)_р(02)

О(оо) = £—.—£— мог) = £----------£—
■ /.’(01) __ у?(02) ’ ' pW

В этой теореме t± = tn, тх = тг1— решение уравнения
^(01) _ ^(02)1 = Q (22)

при и тогда
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При соблюдении для уравнения (16) условий теоремы элементы 
fui k= 1,2,3) его анаморфозы будут равны, соответственно,
адыонктам матриц

1 Е(о1) О 1 /Изо) ф(зо) _/,^(32) j

1 /Х02) 1_Z,2/-(02) 1 /7(40) $(40)^ _ ^/7(42^
(24)

где ^2 определено формулой (19) или (22).
Если уравнение (10), (16) вещественно, то оно будет допускать 

также вещественные анаморфозы, так как можно исходить из его ве­
щественного базисного разложения и рассматривать лишь веществен­
ные матрицы (24), что, очевидно, возможно при определении Ь2 фор­
мулой (19).

Если уравнение (10), (16) не сводится отбрасыванием некоторого 
множителя вида ® (Н, t2, т2) к уравнению- третьего Л-порядка, то
единственность его анаморфоз с Л-множителем (2) следует из теоре­
мы о проективности анаморфоз уравнений 5-го ^-порядка (4).

Указанные в настоящей работе теоремы позволяют решить вопрос 
об анаморфозе (3) при помощи Л-множителя (2) для уравнения (1) 
(в частности, для уравнения с 3 переменными) во всех тех случаях, 
когда она существует, и найти элементы анаморфозы при помощи 
лишь рациональных операций над частными значениями функции
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