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МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ

(П редставлено академиком М. А. Леонтовичем 1 XII 1954)

Целью настоящей работы является определение фазовой скорости * 
и лучей основной волны **,  распространяющейся между двумя парал­
лельными идеально проводящими поверхностями.

* Под фазовой скоростью понимается скорость распространения фазы по сред­
ней поверхности.

** Основной волной мы называем волну, которая в предельном случае плоских 
ограничивающих поверхностей переходит в однородную плоскую волну.

Пусть средняя поверхность, находящаяся на одинаковом расстоя­
нии от рассматриваемых поверхностей, задана в параметрическом виде 
уравнением

Р = р(щ v), (1)

где за координатные линии и = const и v = const приняты линии кри­
визны данной поверхности. Включим поверхность (1) в триортогональ- 
ную систему поверхностей

г = р («, г/) + w п (и, v), (2)

где п — единичный вектор нормали к поверхности (1). Как известно (2), 
при этом и, v, zu образуют ортогональную систему координат, в кото­
рой коэффициент Ламэ h3, соответствующий w, равен единице.

Уравнения Максвелла rotrotH = ^H в принятой системе координат 
имеют вид:

I t д [ 1 fd _ д (WA] \____а_ fh^ г dj^HA _ _ .2 н
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Для решения поставленной задачи необходимо решить уравнения 
(3) с граничными условиями, заданными на поверхностях w = Azd/2r 
где d — расстояние между граничными поверхностями.

Слабую искривленность ограничивающих поверхностей будем, сле­
дуя методу С. М. Рытова(2), характеризовать постоянными малыми 
параметрами, входящими множителями при и, v, w в уравнение (2), 
т. е. уравнением, определяющим координатные поверхности, считаем 
уравнение

г= р(Х«, vv) + pw и (Хи, vv). (4)
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Малые параметры р, X, v указывают на медленное изменение 
свойств поверхностей при изменении координат и, v, w. Выясним более 
определенный для нашего случая смысл малых параметров р, X, v.

Из (4) следует, что коэффициенты Ламе также являются функция­
ми Хи, w.

h1 = h1()M, w, pw), h2 — h2(\u, w, рте»). (5)

Представим коэффициенты Ламе в виде разложения около некото­
рой точки М средней поверхности = 0, координаты которой и и v 
примем за нулевые:

Ai = Аю (1 + X А10м + v h20v + Р w + ...) ,

А2 = h2J\ + ^f^-h10u+ + + . . Л ;
\ “lo“2o “20 /

здесь h10, h2o— значения коэффициентов Ламе в точке М; hlu, hlv, 
Аіе,, ... — производные коэффициентов Ламе в точке М по медленно 
меняющимся аргументам Xw, те, pw. Будем считать отклонения от точ­
ки М hrU, h2v, w порядка 1, тогда из соотношений (6) следует, что 
X, v и р характеризуют малость сравнительно с 1 членов \h2a / Аю^20, 
vhiv I hwh20 и рАік,//г10, pA2®/A20, или, переходя к производным по и, 
д/, w, членов:

1 dh2   1 dhi   1 dhx _ 1 dh2  
hxh2 ди hxh2 dv 'gz И hx dw ^1’ h2 dw ^2’ '

где 7 x и уг2 — геодезические кривизны координатных линий v = const 
и и = const, а и у2 — кривизны нормальных сечений вдоль линий 
v = const и и = const средней поверхности (1).

Таким образом, параметр р характеризует кривизны главных нор­
мальных сечений средней поверхности уі и у2, а параметры X и v 
характеризуют кривизны ее координатных линий (линий кривизны).

Решая (3) методом разложения в ряд по малым параметрам, ищем 
решение в виде ряда по р, X, м. Соответственно и волновое число 
представляется рядом по р, X, v:

А — Ао + pAj -|- ХА2 + v£3 -р .. . pnXm ')Рkw + . .. (8)

Легко видеть, однако, что в разложении волнового числа отсут­
ствуют члены, не содержащие р. Действительно, полагая р = 0, мы 
переходим к случаю ограничивающих поверхностей, обе главные кри­
визны которых равны 0, т. е. к задаче распространения основной вол­
ны между параллельными плоскостями. Очевидно, фазовая скорость 
при этом равна скорости света и, следовательно, k = k0.

Используя инвариантность уравнений (3) относительно одновремен­
ного изменения знака р, w и Н3 и симметрию граничных условий по 
w, можно показать, что компоненты Нх и Н2 магнитного поля основ­
ной волны не меняются при одновременном изменении знаков р и w, 
а Н3 меняет знак на обратный. Отсюда следует, что фазовая скорость 
основной волны (при w = 0) должна зависеть только от четных степе­
ней р. Следовательно, для нахождения волнового числа k с точностью 
До р2 в предположении, что X и v малы (X, v 1), достаточно собрать 
члены, не содержащие X и v.

Таким образом, нам остается решить уравнение (3) с коэффициен­
тами Ламе, в которых координаты и и v фиксированы. Волновые 
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уравнения (3), переписанные в виде grad div Н 
Лі = Лі (w), Л2 = Л2 С®') имеют вид:

r°trotH + = 0, при

dw2
hi
hi / dw

1 d2(hiHi)
h2 dv2"2 hi ди О,

d2(h2H2) , fh\ 
dw2 \ hi

1 d2 (h2H2)

h2> dw h2 

, n ^2 dH3 ,
Л2 дг>2 h2 dv ' = 0, (9)

^4 , A +, 1 d2H
dw2 ' \hi 1 h2 J dw ' h2 ди2 Л2 +

, _L/^1 _ 4- 1 __ dH2
hi \ h2 hi J du h2 \ hi h2J dv === 0*

Тройку функций Fi hiHi, F2 h2H2, F3 — J-f, удовлетворяющих 
уравнениям (9) и граничным условиям dFi/dw = dF /dm = F — 0 при 
■m — ^d /2, ищем в виде

Fj = fj(w)е«ь»(«Ліо“+зл..») (/=1, 2, 3). (10)

Разлагая коэффициенты уравнении (9) в ряд по медленно меняю- 
щейся переменной p.w, а постоянные распространения а и £ в ряд по 
четным степеням р:

а = а0 + рЧ + . . . , ? = Зо + р.2^ 4- . . . ,
где а0, 80 — направляющие косинусы волны в рассматриваемой точке 
(а0 = cos 0, 80 = sin &), ищем решение fj (т) в виде ряда

fj № = fi. о (w) + vfj. 1 (w) + v2fj, 2 (w) + . . .

Уравнение (9) распадается на системы обыкновенных дифференци­
альных уравнений (различных порядков по ц) для функций fj, п. В ну­
левом приближении fj имеют вид Д 0 = — ро> f2 0 — aQ) f3 0 = 0. Под­
ставляя эти значения в уравнения первого приближения, находим 
fj, ій т. д., используя при этом граничные условия и указанную 
выше инвариантность fj относительно одновременной замены знака 
т и fi. В процессе нахождения последовательных приближений fj 
■определяются также последовательные приближения а и ,8.

Не приводя значений для функций fj, напишем полученное выра­
жение для волнового вектора волны, распространяющейся под углом 
0 к линиям v = const:

k = £0]Лх* -I- = k0 - k0 + 2Т1Та + ~ 4 W2) 5- > (И) 

где 7 = 7ха2 + y2^. Частный случай этой формулы, относящийся к 
распространению волны между параллельными цилиндрическими по­
верхностями, приведен в ряде работ (см., например, (3, 4)).
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Зная фазовую скорость, можно найти распределение фазы на сред­
ней поверхности и «лучи» (нормальные траектории к линиям постоян­
ной фазы). Пусть распределение фазы задается функцией Т(«, г») = 
= const, а уравнение лучей функцией Ф (и, v) = const. Представим 
Y (ц, v) и Ф (и, v) в виде Т = То + ф, Ф = Фо + ф, где То (w, v) = const 
определяет эквифазные линии в нулевом приближении (по р.2), а 
Фо (и, т) = const являются лучами нулевого приближения, т. е. геоде­
зическими линиями средней поверхности. Переписывая уравнение (11} 
в виде

=(?'*'>'-4 + 2W* I

и считая \7ф и ўф малыми порядка Д£, в первом приближении по р2 
найдем = £Д£, т. е. dtylds = &k, где d^ / ds — производная
вдоль луча в нулевом приближении. Интегрируя, получим

^ = ^kds, (12>

где а0, ро, входящие в Д^, приближенно считаются равными направ­
ляющим косинусам луча нулевого приближения.

Для нахождения © воспользуемся уравнением уЧ^уФ = 0. В пер­
вом приближении получаем уЧ^у© -ф ФоуФ = 0, откуда kd^fds = 
= — уФоуб и

® = — yjvW*; 03}

отсюда легко найти отклонение луча в первом приближении от геоде­
зической.

Действительно, рассмотрим луч первого приближения Ф0(ц, Д)-ф 
+ ®(к, v) = с. Представляя Ф0(ц, ц) в виде разложения около близ­
кой к и, v точки vv принадлежащей тому же лучу в нулевом 
приближении_Ф0 (и, v) = с, получим с точностью до первого порядка 
отклонения Д/: Фо (иъ -ф уФ0Д/ -ф ©(Wj, vj — c. Отсюда, считая Д/ 
направленным вдоль уФ0, получаем отклонение луча по нормали, 
к геодезической:

л / _ у Qz, у) 
I уФ» I '

Интегрирование в формулах (12) и (13) производится вдоль лучей 
нулевого приближения от точек известной фазы до точек, в которых 
ищется приращение фазы или нормальное отклонение луча Д/.

Поступило- 
28 X 1954
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