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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОНИМУС

О НЕКОТОРЫХ ЛОКАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ 
МНОГОЧЛЕНОВ

(П редставлено академиком В. И. Смирновым 2IV 1955)

В заметке (г) мы вывели условия, достаточные для ограниченности 
системы ортогональных многочленов на всем интервале орто­
гональности; в настоящей заметке мы даем локальные условия 
ограниченности — в данной точке или на данном подъинтервале *.

* Мы будем пользоваться обозначениями (’)•

1. Теорема 1. Пусть многочлены {Рп (г)} ортонормальны на 
единичной окружности относительно обложения do (ср), где о (ср) не 
убывает и удовлетворяет двум условиям: 1) Iga' (ср) € L\ Т) на от­
резке Z с [0, 2к] функция а (<р) абсолютно непрерывна, причем 
р(ср) = а'(ср)^щ)>0 и /?(»)€ Lip а, \ тогда в каждой точке
ср0 отрезка 10, лежащего внутри I, имеем {| (е'’») А.

Для доказательства вводим функцию ^(z) (см. С), формула (8)) и 
показываем прежде всего, что всюду на дуге z = eiv, у fi t, она имеет 
радиальные граничные значения ^(е‘ф), причем граничная функция 
T-fp?) имеет на отрезке Г, лежащем внутри I, модуль непрерывности 
порядка О(оа) при а<1 и О (olg о) при а=1. Вводим функцию 
т:в (ср) = К (е1”), ср е Е, и к0 (ср) = о, ®"€Е, где Е d[0,2к] — множество то­
чек, в которых одновременно существуют (е‘ф) и а'(®) >0; ясно, что 
mes Е — 2- и что 1с Е.

Легко видеть, что для cp0EZ0, рде 4 лежит внутри /', существует 
интеграл

2Я
$!/(?) I2^(?)<^> (1)
о

Пользуясь формулой Кристоффеля — Дарбу, находим для ср0 € Zo, 
п — 0, 1........

Р'п ---- к (е^) = j^p'n (е'®’) - 1^°Рп{е^,

(2)

= А $ р'п^9) do (с?), 4Л) = /(?) Рп (е‘Ф) do (ср);
о о

/2W> стремится к нулю вместе с 1/п благодаря (1) и неравенству Бес­
селя; для /}п) имеем, полагая do (ср) = p($)d<o + doy^):
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*(е‘9)

2тг
+ ^^ft?)^(^W’l(?).

0
(3)

Пользуясь очевидным неравенством
2я (еі9) 

л (е19)

»Я Л«
1Р?=sr И; w і=р w - 2 +1 =

1 0

2тт 2я Ае

=і $ і А: (^) і2 (?) - $ і К і2 (?) - 2 +1 = •
О о 1 ;

(4)
0

и применяя к первому и третьему интегралам (3) неравенство Буня- 
ковского — Шварца, видим, что они стремятся к нулю, ибо lim Р‘ (г) = 
= k(z), |z|<;l; второй интеграл, как легко видеть, равен нулю, так 
как —т-71 /У.,.2

Мы имеем из (2):

А:(О Й?-^) <р-л(^)|ел, lime„ = o, 
п—>00

(5)

откуда вытекает {| }0 < А, ибо | к (е1^) I = —.
К Р (фо) г т

Примечание. В том случае, когда функция о (ср) абсолютно 
непрерывна, существование предела 

lim \ п—>ОО *) О

№ 12
К — 1 р? (6)О

было доказано В. И. Смирновым (5).
Теорема 2. При условиях предыдущей теоремы справедлива 

асимптотическая формула *

1ітР*(ег’«) = л(ег’-), ®0€/0- (7)

Доказательство сразу вытекает из (5).
2. Рассмотрим теперь многочлены {?я (%)}, ортонормальные на от­

резке [—1, +1] относительно обложения d'\(x).

* Асимптотическая формула (7) при локальных условиях впервые выведена Сегё
(3,3) при более ограничительных условиях, наложенных на вес, чем условие теоремы 1.
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(8)

Т е о р е м а 3. Пусть обложение удовлетворяет условию
1
С lg w (х) dx . ,, , .J ~ ® W = У W>

—1

и пусть на отрезке I, лежащем внутри [—1,4-1], функция б(х) 
абсолютно непрерывна, причем w^^-m^-O и w (х) € Lip а, 72 <7 
<а<^1; тогда в каждой точке х0 отрезка 10, лежащего внутри I, 
имеем {|®„(х0)|}~ этот же вывод справедлив, если отрезок I 
имеет одним из концов точку х0 = ц- 1 и если на / тригонометри­
ческий вес t (х) = w (х) 1 — х2 удовлетворяет условиям t{x)^> т^>0 
и Z(x)€Lip?, 71 <"< 72-

Доказательство вытекает из теоремы 1, если воспользоваться фор­
мулой (20)(7.

Теорема 4. При условиях предыдущей теоремы справедлива 
асимптотическая формула *

?n(cos%) = 1ітзя = 0, У (9)

3. Рассмотрим теоремы, являющиеся локальным видоизменением 
известной теоремы Корауса (4).

Теорема 5. Пусть системы многочленов {^(х)}, {77 (х)} орто- 
нормальны на отрезке [—1,4-1] относительно обложений dfbw (х) 
и d'^^x), причем

(х) = k(x)dbw (х), 0<m^k(x)^M, — 1<х<1; (10)

пусть на отрезке /с [—1,4-1] k(x)k Lip 1; тогда, если в точке 
х0, лежащей внутри I, имеем {| vW (х0) |}“ < Ср то {| «^(xj |}” < С2.

Чтобы показать справедливость этого утверждения, достаточно в 
доказательстве Корауса разбить каждый интеграл на два — по отрезку 
/и по Z, где / 4- / = [ — 1, 4-1].

Аналогично доказывается
Теорема 6. Пусть k(x) удовлетворяет условию (10) и пусть 

.на отрезке Z cz [—1, 4-1] имеем

d^w (х) = w(x)dx, w(x)<C, k (х) б Lip а, 7г<а<1; (И)

тогда, если {| (х) |}“ < Cv х € Z, то {| (х0)|}“ < С„ для х0 вну­
три I.

4. Предыдущие теоремы позволяют установить некоторые локаль­
ные условия, достаточные для теорем В. А. Стеклова, Д. Джек­
сона и др. о сходимости разложений Фурье — Чебышева.

Теорема 7. Пусть многочлены {®„(х)}, ортонормальные отно­
сительно обложения ^б(х), ограничены в точке х0; пусть на отрезке 
I, внутри которого лежит х0, имеем db (х) = w(x)dx, w(x)^C: 
лусть функция f^x), для которой

1

—1
(12)

* Эта формула также найдена Сегё (2,3) при более ограничительных условиях.
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удовлетворяет на / условию Липшица, причем тогда
п 1

Ит2^®А(х0) = Ж)> ck= \f(x)ik(x)d'b(x) (А =0,1,...); (13) 
n—^cok^Q —1

если же многочлены {%,(%)} ограничены на всем отрезке I и если 
функция fM удовлетворяет на I условию Дини — Липшица

I /Ui) — К /V11g I хг — х21 Г1^, к > о, %1, х2 С /,

то (13) справедливо во всех точках х0, лежащих внутри I.
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