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МАТЕМАТИКА

И. г. СОКОЛОВ

ОСТАТОЧНЫЙ ЧЛЕН РЯДА ФУРЬЕ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 
ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 19 III 1955)

Пусть есть класс 2^-периодических функций, имеющих почти 
всюду производную порядка г, удовлетворяющую там, где она су­
ществует, неравенству

(1)

А. Н. Колмогоров (х) показал, что

^[^]sup + (2)
ккМ Пг \пгД

где Sn(f) есть частная сумма ряда Фурье функции f.
При этом А. Н. Колмогоров устанавливает неравенство

о
Seos (kx + ГКІ2) 

~kr 
&=л+1

dx. (3)

Если сделать оценку остаточного члена 0(1/«'') в формуле (2) по 
методу Колмогорова, то можно получить лишь неравенство вида

Г\ <^г 
nr J пг

где Аг растет вместе с г к бесконечности.
Мы дадим уточнение формулы (2) в том смысле, что в неравенстве

Еп [/<1Г(Г)] Г4 lg(n —1)
[к2 пг («>2)

указывается верхняя грань для константы А, не зависящая от г. При 
этом мы используем метод С. М. Никольского, примененный им к 
аналогичному вопросу (3). С. М. Никольский исходит из интеграль­
ного представления, полученного А. Н. Тверитиным (2):

?n(x;r;a) = J cos^+«) = 
k

cos ((п + 1) х + а) — р cos (пх + а)

(1 — р)’+4р sin*
do. (4)
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Это интегральное представление мы и используем для оценки 
сверху интеграла (3) в неравенстве А. Н. Колмогорова.

Лемма 1. Для всех 0<р< 1, 0 < х <7 к имеет место равенство
cos ((n + 1) х + к) — р cos (пх + а) _ (1 — р) cos (пх + а)—х sin (пх + а) + О (х2) /- 

(1 — р)2 + 4р sin2 (х/2) — (1 — р)2 + рх2 ’
где

Доказательство.

cos ((л + 1) х + а) — р cos {пх + а) = 
= (1 — р) cos {пх + а) — х sin {пх + а) + О' (х2).

где

Далее:
|О'(х2)|<х2(| + ^).

1
(1 — р)2 + рх2

~2 х2
2-4! (1 — р)2 + рх2’

Эта лемма является небольшим уточнением 'леммы С. М. Николь­
ского (3).

Лемма 2. Имеет место неравенство'.
it Тс 1

Доказательство. Имеем

Г(г) % р) (Р — I)2 + рх2 яГ (г) 5 dX 5 1 0g 7) пг'

__________ 1__________
(1 — р)2 + 4р sin2 (х/2)

0 0 0 0
(7)

Далее: 
п J 

2 С j С „ Л 1 У-1 1 — р ,
rfTT j j р vg рJ (р —1)2+ рх2 

о о
1 со

<—Д-Дря (igyrY 7—tTz—2dx =----- ----- . (8)
"^(ПУ \&?J /Пр-1)2 + рх2 (n + V2)r

Неравенство (6) получаем из (4), (5), (7), (8). 
Лемма 3. Имеют место неравенства:

для нечетного г>1

для г=1

X cos пх 
(1 — р)2 + рх2 (9)

тс/я

0

X cos пх 
(1 — р)2 + рх2

dp <^[lg(l+O + «arctg-^-]; (Ю)

, 21g 21 1 .
22 J пг ’
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для четного г>0

х sin пх
(1 - pf + рХ'

sin X
X dx — nr (11>

Доказательство неравенств (9), (10) и (И). Имеем

1 , . ч 1 тс
Йй И И® Д- (г4^,« < Р- (lg IP dt 5 d*

0 0 0 о

Далее, для г = 1 имеем:

Л/Я 1 1 п/п
2 С j Г „ х cos пх , . 2 С _ , С х* \d Jp (1-р)2 + р^Р d?\ (1=^+^^ =

оо оо
, 1 Цп

о о

+ 4 V1 - W+*2)dt = ± [jg (1 + О + К arc tg 1-1.
n J

Доказательство неравенства (9). Имеем

тсГ (г) dX\ 

О о

X COS пх J

ЗГ (г)

1
5рл 
о

°= ___ 1
Л 1 у-1 , С dx УТтс Г рп I*
^pj Р J О - P)2n2 + P-t2 ~ 6Г (г) п )Т=Т

О о

К2 л у ______ 1______ < У~2 тс УТтс
6л (n + k + 1/г)г бп^1 6 (г — 1) пг ' 

«=0 '
(12)

Далее:

п/л 1 1 тс/п
J dx т- (13)

тт/2л 0 0 п[2п

Из формул (12), (13), мы и получаем (9).
Теорема. Для всех /г>1 имеют, место неравенства-, 

для четных г

М^г))<;И2 + 4 + 5 + 4$-^^| +
о

+-i;[Ig(»-l)+c+f^)]

25^



для г нечетных, г > 1

м^<М2+т+й+тД1нД)+^]+
..^(„-П + С + .-Л^

■для г = 1

Еп < ± ^2 + ^- + ^ + ^- [1g (1 + л2) 4- к arc tg +

здесь С — эйлерова постоянная.
Для п= \ в этих неравенствах нужно в правых частях сохра­

нить лишь первые члены.
Рассмотрим для определенности случай нечетного г, г > 1 На ос­

новании формул (3), (4), (6), (9)

2 
кГ(г)

X COS ПХ J 
(1-р)2+ рХ2^

.Далее:

х cos пх , 
(1 - Р)2 + рж2 Йр"Г (г) 3 

л/п

2 Г

Подсчитывая числовые значения констант в наших неравенствах,
•видим, что в качестве верхней грани для константы Л в неравенстве

можем взять число 5,9 для г нечетного большего единицы; 5,4 для 
г четного; 6,7 для r= 1.
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