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МАТЕМАТИКА

А. Г. КОСТЮЧЕНКО

О ТЕОРЕМЕ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ И 
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ СИСТЕМ 

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 8 III 1955)

В заметке И. М. Гельфанда и Г. Е. Шилова (*) указывается новый 
подход к проблеме единственности решения задачи Коши для системы 
линейных уравнений вида

= w(x,0) = w0W-

В настоящей заметке этот метод применяется к установлению 
единственности решения задачи Коши и смешанной задачи для не­
которых типов систем линейных уравнений с переменными коэффи­
циентами.

Сделаем сначала несколько общих замечаний.
1. Пусть имеется система уравнений

( д \
д—, А и \дх ’ ]

с начальным условием
«(х, 0) = и0(х).

(1)

(2)

dt ~

Здесь х = (хь х2,. . ., Xn) — вектор Димерного пространства; и (%) = 
= {“1 (а), и2 (х),. .., ит (х)} — вектор-функция; Р xj—матрица, эле­
ментами которой являются полиномиальные дифференциальные опе­
раторы с коэффициентами, зависящими от х.

Допустим, что существует ненулевое пространство вектор-функций 
которые выдерживают неограниченное число раз применение 

оператора причем выполняются оценки

< С9 (е, о) (Д + 8)й kk“ (В + s)« п^.

Здесь — оператор, сопряженный к Р х^ в смысле диф­

ференциальных уравнений. Пространство PS^’a предполагается также 
достаточно полным в том смысле, что равенство

со

Ф (х) ® (x)dx — 0,
—со
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справедливое для всех ср, влечет за собой равенство Ф(х) = 0, если 
Ф(х) измерима и выполняется оценка

|Ф(х)|<(М+ е)^й“|х|\ Ж<Л.
Топология в пространстве PS^ вводится аналогично тому, как это 
сделано в (2).

На таком пространстве можно определить обобщенные функции 
обычным образом. Такие обобщенные функции можно Р-дифференци- 
ровать по формуле

Сложение и умножение на число определяются обычным образом.

Лемма. Оператор е 1 , понимаемый как ^^Р", в прост­
ранстве PS1\a является ограниченным оператором, причем t зави­
сит от А и В.

Доказательство не отличается от доказательства леммы работы (1).
Теорема 1. Если ий(х) есть обобщенная функция над PSi’X то 

решение задачи (1)—(2) существует в виде обобщенной функции над 
пространством PS^\a, решение определяется по формуле

tp (/, л)
(«(х, ? (х)) = (и0 (х), е ?). (3)

Решение существует в интервале 0<£<£0, где t0 зависит от 
и0 (х).

Теорема 2. Если и0 (х) € Т (PS^’a^, то в классе обобщенных 
функций над PS^\a решение задачи (1)—(2) будет единственным.

Доказательство теорем аналогично доказательству теорем 1 и 2 
работы (3).

2. Предположим теперь, что существует ненулевое достаточно 
полное пространство функций PS^, определенных в некоторой об­
ласти 9)?, причем для каждой функции ср выполняется оценка:

I рп (І’ | < с (8) (л+е) «"•
Обобщенные функции над таким пространством в случае, если Р = 
= dfdx, совпадают с аналитическими функционалами Фантаппиа (4).

Определим операцию применения х^ к обобщенной функции 

над PS^i по формуле

<4>

Если Т — функционал типа функции Т (х), т. е.

= T(x)<?(x)dx,
ЭЛ

то формула (4) будет выполнена лишь для таких функций, у которых 
производные, возникающие при интегрировании по частям выражения

Р х) Т (х)ср (х) dx, обращаются в нуль на границе области SR. 
ЭЛ

Обобщенные функции над пространством PS^ с так определен­
ным Р-дифференцированием применяются для доказательства единст­
венности решения уравнения (1), к которому присоединяются условия: 
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и(х,О) = WoW и на границе области ЭЯ те из производных, о которых 
речь шла выше, обращаются в нуль при Доказательство
ничем не отличается от предыдущего.

Таким образом, весь вопрос о единственности решения Коши и 
смешанной задачи с нулевыми начальными условиями сводится к воп­
росу о существовании достаточно полных пространств. Мы установим 
их существование в двух частных случаях.

3. Пусть оператор Р х] имеет аналитические коэффициенты в 

области ЭЯ, причем в Р входят только в первых степенях. 
Напишем систему

W = м» и (х> °) = «о W, ’ (5)

где «о (X) — аналитическая функция в области ЭЯ. Так как это система 
С. В. Ковалевской, то существует решение u(x,t), аналитическое по 
t в некотором интервале В силу коммутативности-^

и решение системы (5) при каждом t^>0 будет бесконечно
/-’-дифференцируемым. Для и (х, t) имеет место неравенство

I дпи I Мп !
Idt" I Rn (1 — ’ п = 0,1,2,...,

откуда вытекает, что
Р^х'х)и Мп !

Rn (l-tlRY^1

Укажем теперь достаточный запас элементов пространства 
PS^- В качестве начальных функций возьмем полную в орто- 
нормированную систему аналитических функций {ил(х)}. Выберем 
последовательность tn^.o такую, что

I ип (х, tn) — ип (л) | < X-.

Тогда по теореме Н. К. Бари (5) {un{x,t^} также полна в ^2[вд|- Тем 
самым доказана единственность решения смешанной задачи с нулевыми 
граничными условиями для систем Ковалевской, если Р^х.,-^^ с ана­

литическими коэффициентами или если коэффициенты у р(х,-^^ 
аналитические и при действительных х принимают действительные 
значения.

4. Пусть теперь — параболический оператор порядка р,
т. е. уравнение

\ди „f д \ гс\1П=РЫ’х)и (6)

является параболическим в смысле И. Г. Петровского порядка р- 
Коэффициенты у р(-^,х^ предполагаются достаточно гладкими и 
ограниченными вместе с их производными во всем пространстве Rn- 
Будем рассматривать решение системы с начальной функцией 
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M0(x)€S«. Как показал С. Д. Эйдельман (6), функция Грина системы 
(6) представляется в виде

Z(t, т, х, В) = Go (t, т, х — 5, х) 4- Go (t, х — у, х) ® (^, т, у, В) dy.

где функция ф^, т, %Д) удовлетворяет уравнению
t

K(t, т, х — t, х) + ® (t, т, х, 5) + \d^K(t,$, х — у, х) ф (^, t, у, В) dy =0. 
т

K(t, т, х — $°; °о является’функцией Грина систе-
ди п / д \ F пмы = Р^у, -^Ы и, если (.параметры положить равными х, а Ро—

Г} / \главная однородная часть оператора
Учитывая, что коэффициенты Р от t не зависят, можно доказать, 

что решение системы (6) бесконечно дифференцируемо по t при 
и выполняется неравенство

xh — < С.8 (А + s)k (В + о)" Л"»; k, п = 1, 2,. .., dt
1 1где = у, a 1 — & И зависят от t и и0 (х).

Отсюда и следует существование ненулевого пространства 
PSa',A- Полнота его в доказывается так же как и выше.

В качестве примера рассмотрим задачу Коши для уравнения т 
Шредингера

= i (фм — q (х, у, z) и), и(х, у, z,O) = uo(x,y,z). (7)
tP^.x)

Поскольку оценки при доказательстве того, что е х является 
оператором в PS^a, абсолютные, то получаем следующую теорему:

Теорема 3. Если q(x,y,z) дважды, непрерывно дифференцируе­
ма и вместе с производными ограничена во всем пространстве R, 
то решение задачи Коши для уравнения (7) единственно в классе 
функций

| и (х, у, z J) |< С^+?+^ .

Аналогичный результат справедлив и для обратного уравнения 
теплопроводности.

Отметим, что в этом случае совершенно аналогично доказывает­
ся единственность решения смешанной задачи, причем оператор 
Р xj может быть несамосопряженным.

В заключение пользуюсь случаем принести свою глубокую благо­
дарность Г. Е. Шилову за ценные советы при обсуждении данной 
работы.

Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова

Поступило
8 III 1955
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