
Доклады Академии наук СССР
1955. Том 101, № 2

МАТЕМАТИКА

Г. А. АРТЕМОВ

ОБ ОДНОМ ВИДОИЗМЕНЕНИИ МЕТОДА ЧАПЛЫГИНА ДЛЯ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 14 XII1954)

В работах (\ 2) доказана справедливость основной теоремы 
С. А. Чаплыгина (3) для систем п дифференциальных уравнений нор­
мальной формы.

В работе (2) частично перенесен на указанную систему метод 
Чаплыгина решения одного уравнения: рассмотрен случай, когда 
гиперповерхности, определяемые правыми частями уравнений си­
стемы, заменяются касательными гиперплоскостями, а аппроксими­
рующие кривые приближаются к интегральным кривым системы 
с одной стороны. Для этого случая доказана сходимость построенного 
процесса и дана оценка приближений. Согласно (2) нахождение 
аппроксимирующих кривых системы сводится к решению линейной 
системы п дифференциальных уравнений 1-го порядка с переменными 
коэффициентами, что практически трудно осуществимо.

В настоящей заметке мы, пользуясь идеей Чаплыгина, строим 
упрощенный метод нахождения аппроксимирующих кривых, прибли­
жающихся с двух сторон к интегральным кривым нелинейной си­
стемы п дифференциальных уравнений 1-го порядка определенного 
типа, и даем оценку приближений. Предлагаемый метод может быть 
применен к решению одного уравнения, при этом получаемые прибли­
жения, вообще говоря, будут сходиться медленнее, чем при методе 
Чаплыгина, однако этот метод выгодно отличается тем, что для не­
которого типа дифференциальных уравнений приводит к берущимся 
интегралам на всех стадиях процесса.

1°. Рассмотрим примерные методы для нахождения решения урав­
нения

х'=/(Z, х), (1)

где х = (хь х2,..., Хц) — искомый «-мерный вектор — функция от t; 
f(t, х) = f[j\ (t, x), f2 (/, x),..., fn (t, x)] — данный вектор; ft (t, x) — 
непрерывные функции в интервале (/0, ZJ.

Решение уравнения (1) будем находить при заданном условии 
х к = х0.

Полагаем: а) вектор х^у, если x.^t) ^у для всех z; б) вектор 
х(х) будем называть нижним (верхним) вектором решения уравне­
ния (1), если х к — х0 (х к = х0), а подстановка в уравнение (1) даст 
невязку х'—/(Z, х) = со(Z)<0 (соответственно, <р(/)>0); в) /(Z, х) 
рассматривается в замкнутой области D, определяемой условиями 

^0^х<х0, где х0 и х0 — некоторые нижние и верхние 
векторы уравнения (1).
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Относительно составляющих f^t, Х1, х2,..., хп) (z= 1, 2.. п) 
вектора /(/, х) предполагаем: 1) существуют непрерывные производ­
ные 1-го и 2-го порядков по Xi (z = 1, 2........ п) в области Z);

2) df. / dxk >0(i, k = 1, 2,..., n)„ 3) квадратичные формы 2 э—тт x^xi
1 О \ k,/=l

(г = 1, 2, ..., п) отрицательны; 4) дЧ. / дх дх„ > О (І, / = 1, 2........ га;
6 = 2,3,..., п), j=£k. J

Согласно (2) в предположении 2) для уравнения (1) справедлива 
теорема Чаплыгина.

Для построения процесса докажем следующую лемму:
Лемма 1. Если, в области D d2fldx2t<0 (i=L 2 п) 

d2f I dxidxk > О (z = 1, 2,. .., га; А = 2, 3,..., п), i < k, то 
гиперповерхности z = f (хъ х2,... , хп) расположены не ниже 
гиперплоскости

точки 
точек

z = f (Х1,Х2............. х„) +

.... Ei-v хп)~ f(X......Х)
Zj =—------------ -1-----—- (xi — хг)
/=і xi Ei ~ (2)

при X^X^Xi.

Действительно, можно показать, что 
п

1 = z — Z =-2 S (Xi — (Xi ~ Xi) fx2 Up • • , %{_p ^i, Xi+1, . . . , xn) +

n
+ 2 Uz-^)uft-x.)X 

i, fe=i - —
i<k

Xf^k(xi........ Xi-1’ 4’ xi+v ■ • • > S-1’ ^+1- ■ • • > x^^ (3)

где х.^^і^х^ хі<^ч].<^хі и откуда следует справед­
ливость леммы 1.

Замечание. Если d2f/dx^0 (г = 1, 2,..., п), a d2f /дх,дх„<0 
(i<Zk), то z — z<;o.

2 . Построим последовательность нижних векторов. Пусть х0 — 
нижний вектор решения уравнения (1), тогда

^-/U^o) = ?o(/)<O. (4)

Очевидно, х = Xq 4- где ап на основании (4), будет решением 
уравнения

«1-/U ^)+/(Л хо) + 1о = О. (5)

Согласно лемме 1 каждую составляющую вектора х) можно 
представить в виде = где Z. — выражение (2) для функ­
ции fа выражение (3) для тех же функций. Поэтому

= +Ф(/)(х-x0)+7(Z), (6)
198



где

Ф (7) = ^1-1....... xk-v xk’^k+i.........xn)~f (f<
xk~4 

0 = 1, 2,. .., n),

a T (0 = II Ti l|(j=1,2....n). и (5) принимает вид

ai — Ф (/) ах +^о = у 0).

Следуя Чаплыгину, вместо уравнения (7) рассматриваем уравнение 

«;-ф(о«1+?о=о. (8)

Лемма 2. Если в уравнении

= p^x+f(_t) (9)

pit) —непрерывная п-мерная матрица, a ftf) —непрерывный п-мер­
ный вектор в интервале (t0, ZJ, причем p^^Q 11 ft?»®, то вектор

t t
% = 5 [^+ $ Л W dz^ /(т) di 

t0 г (10)

удовлетворяет неравенству для любого t (tQ, t^], где х_
решение уравнения (9) при начальном условии x\t =0.

Доказательство. При ~р(е»Ъ и /(Z)>6 из (10) следует 
0<х. Результат подстановки х в уравнение (1) будет

/ t
— pW ) di. (И)

Кроме того х|/о=О, поэтому на основании теоремы Чаплыгина заклю­
чаем х ■< х.

Применяя формулу (10) к уравнению (8), вместо aj получим а1# 
Коэффициенты уравнения (8) удовлетворяют условиям леммы 2, 
поэтому 0 <«!<(«! в интервале (/0Л] и <С xi = + ai < х- Легко 
видеть, что %! является нижним вектором. Повторяя процесс, полу­
чим монотонную последовательность векторов, связанных соотношением

3°. Пусть х0 — верхний вектор, тогда

/0, х0) = ?о>О-

Полагая х — ха — Pi, для рх получим уравнение

РІ — /(^> -^о) х) — ?о = °-

(12)

(13)

(14)
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Разложив f(t, х) по степеням х—х — по формуле Тейлора, получим 
уравнение

A(/,x) Pi —?о= — - — х)(х — х},

которое заменяем линейным уравнением

^-Л(Лх)₽1-®0 = 0. (15)

К уравнению (15) применяем тот же процесс, что при построении 
последовательности нижних векторов; это приводит к монотонно 
убывающей последовательности верхних векторов

*0>*1>. .>•*• (16)
4°. Сопоставляя нижние и верхние векторы, полученные согласно 

построенному процессу, с соответствующими векторами, полученными 
по методу последовательных приближений, получаем следующую 
теорему:

Теорема 1. Последовательности нижних и верхних векторов, 
полученные согласно построенному процессу, равномерно сходятся 
к решению уравнения (1).

Скорость сходимости процесса оценивается так:

max | х^ -х% \<Nm max | Хо'— | ------Мп Д (Z~ ,

где
N = п max ( max \df. / дх. |), M = n min ( min \df. /dxj)

l, k (а<Л<Ц i.k
и

A = min( min |-®o) — cp^D^O. 
i

В заключение считаю своим долгом выразить искреннюю благо­
дарность С. Г. Крейну за помощь в работе.

Криворожский горнорудный Поступило
институт 25 XII 1953
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