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На основании проведенных расчетов можно сделать вывод, что на напряженное 
состояние стенки артерии влияют состояние бляшки и конструкция стента. Конст-
рукции стента вызывают разный уровень напряжения в атеросклеротической арте-
рии и, следовательно, могут вызывать ее значительные повреждения, учитывая. 

Таким образом, важно правильно подбирать размеры и конструкцию ячеек 
стентов, чтобы снизить уровень напряжений с артерии и минимизировать риск ос-
ложнений. Оценка изменений напряжения и деформации в стенках артерий помогает 
в разработке более эффективных и надежных стентов. 
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Волновое уравнение теплопереноса, содержащие нелинейные по температуре 
источники, позволяют моделировать разнообразные физические процессы, происхо-
дящие при энергетическом воздействии на материал. В данной работе мы рассмат-
риваем процессы теплопереноса в системе «среда – источник энергии»: 
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Здесь t  – время; x  – декартова координата; T  – температура; 1/ 2( / )w c    – 
скорость распространения тепловых возмущений;   – коэффициент теплопроводности; 
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c  – объемная  теплоемкость;   – время релаксации теплового потока; хk  – функция ис-

точника. 
Частным автомодельным случаем модели (1) является динамическая система: 

 2 / ( )d d Q    , (2) 

* *A x B t   ;   * *, constA B  ;   2 2 2
*( ) ( ) /[ ( 1)]Q k w A M    , 

* */N B A  ;   2 2 2/M N w ,   0T T   ,   ( )    . 

Функция 0T T    есть отклонение температуры от ее отсчетного значения 
const0 T . Отметим следующие варианты: 1) 0)( TQ , если в сверхзвуковом про-

цессе ( 12 M ) имеем источник энергии ( 0)( Tkх ) либо если в дозвуковом процессе 

( 12 M ) имеем сток энергии ( ( ) 0k T  ); 2) 0)( TQ , если 12 M , ( ) 0k T   либо 

если 12 M , ( ) 0k T  . Кроме того, имеем два важных частных случая: 1) одномер-

ный стационарный процесс при 1* A , 0* B , т. е. x  ;  2) нестационарный и од-

нородный по координате x тепловой процесс при 0* A , 1* B , т. е. t  . Все рас-
четы выполнены в безразмерных величинах. 

Обсудим дисперсию нелинейных волн. В работе [1] получено следующее точ-
ное решение уравнения (2) 
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Формула (3) – это автомодельное решение волнового уравнения теплопереноса 
с нелинейным источником. Дадим этому решению теплофизическую интерпрета-
цию. Рассмотрим взаимодействие теплового резонатора с системой «среда – источ-
ник энергии», описываемой решением (3). На конечном отрезке ,0][ 1xx , 

01  x  находится слой материала, обладающего локально-неравновесными те-

пловыми свойствами. На границе 1xx   периодический по времени тепловой поток 

)(11 tqq   возбуждает колебания. Допустим, что в результате этого воздействия тем-
пература материала при 0x  определяется решением (3): 
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,   ( )a a  ;   0( 0, ) 4arctg ( )x t u t   ,   0t  . (4) 

Это означает, что при 0x   температура совершает пилообразные колебания во 
времени; функция арктангенс испытывает разрыв в те моменты времени, когда 
cos 0t  . В качестве примера отметим, что периодические акустические возмуще-
ния, которые распространяются в нелинейных недиспергирующих средах, на боль-
ших расстояниях трансформируются в «пилу» [2]. Зависимость амплитуды вынуж-
денных колебаний ( )a a   от частоты обусловлена теплофизическими свойствами 
материала. Для сред с неклассическими тепловыми свойствами этот вопрос изу- 
чен в [3–5]. 



Секция VIII. Физические и математические методы исследование 219

Возьмем для определенности 0  . Зависимость ( )   в (3) содержит последо-

вательность волн 01 2j m n     и последовательность скачков (сильных разрывов) 

01 ( / 2) 2r m n      , где 0 0,1, 2,...n   – целое положительное число. На каждом 

сильном разрыве баланс энергии имеет вид  pW q Nc T   , фигурные скобки оз-

начают разность значений заключенной в скобки величины по обе стороны линии 

разрыва ( )r rx x t : * * 0[( / 2) 2 ] / 1rA x B t n m       . Тепловой поток подсчитыва-

ется по формуле 0( / )q NT q    , а выбор константы 0q  обусловлен начальными 

условиями процесса. Нашей целью является изучение дисперсии тепловой волны, 
поэтому достаточно рассмотреть решение (3) при ]0,[ jxx , где 0x  – неподвиж-

ная стенка, а правая граница 0j  , tABtx j )/()( **  подвижна, ее скорость пере-

мещения описывается нелинейным кинетическим соотношением 

2( ) [sin ( / 4)]r
j jN N T    ,   0  ,   0r  , 

где положительные константы  , r характеризуют физические свойства данного 
процесса. Нижним индексом j  отмечаем значение функций на правой границе. Со-
гласно (3) имеем: 

1/( cos( ))u a t kx   ,   2 /(1 )a m m  ,   * 1B m   ,   * 1k A m   ,   0 1m  , 

где a  – амплитуда, k  – волновое число, щ – круговая частота. Отсюда получаем фа-
зовую скорость * */ / (1 ) .rN B A k m        Учитывая, что 21 1/(1 )a m   , запи-

сываем дисперсионное соотношение между щ и k  в следующем виде: 
2(1 )rk a    . Известно, что вид дисперсии определяется знаком производной 

( / ) /d k d  . В данном случае этот знак противоположен знаку производной /da d . 
При / 0da d   имеем / 0dN d  , и дисперсия нормальная. Если же / 0da d   то 
дисперсия аномальная (положительная): / 0dN d  . Расчеты показали, что вид дис-
персии (отрицательный, положительный) определяется не только амплитудно-
частотными свойствами резонатора. Принципиальное значение имеет характер воз-
буждаемых колебаний. В данном случае важно, что колебания (3), (4) – разрывные.  

Изучим свойства дисперсионного соотношения, взяв обычную колоколообраз-
ную корреляцию между амплитудой и круговой частотой: 

2
1 1( ) exp[ ( ) ]a a p    , 

где 1 1, ,a p   – положительные и постоянные величины; 1  – резонансная частота 

возбуждающих колебаний. Простые аналитические оценки показывают, что зависи-
мость ( )k k   имеет по меньшей мере один экстремум, который находится в сверх-

резонансной области частот: 1     ; / 0dk d   при    . Тип этого экстре-

мума – максимум max ( )k k     , если 10  r , 2
12 ( ) 1p    . Более подробные 

результаты исследования представлены на рис. 1 и 2.  
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Рис. 1. Кинетические свойства тепловой волны;  
пилообразные колебания температуры (4); m = 0,1, r = 1,5,  = 1 
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Рис. 2.  Дисперсионные свойства тепловой волны в пилообразном  
режиме возбуждения колебаний (r = 1,5,  a1 = 1,5, p = 2, 1 = 2) 

Работа выполнена под научным руководством профессора, доктора физ.-мат. 
наук О. Н. Шабловского.  
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