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Приближенному интегрированию уравнений плоского установив­
шегося безвихревого движения газа при числах М>1 посвящен ряд 
работ С. А. Христиановича (\ 2), Л. И. Седова (3), С. В. Фальковича (4) 
и др. ** В этих работах, путем соответствующей аппроксимации ко­
эффициентов, уравнения газовой динамики сводятся к уравнению 
Эйлера — Дарбу. В качестве искомых функций от характеристических 
координат В, т] принимают или потенциал скорости и функцию тока 
или потенциал Лежандра. При этом или затруднен переход к плоско­
сти течения х, у или усложнено решение краевых задач. В настоя­
щей заметке для чисел М, заключенных в интервале 1,15 <; М 2,35, 
строится приближенное решение уравнений газодинамики непосред­
ственно в виде х = х$, 7]), у = у^, т]), что значительно облегчает 
решение основных краевых задач. Рассмотренный здесь интервал чисел 
М соответствует первому интервалу в аппроксимациях С. А. Христи­
ановича (2).

1. Уравнения, определяющие плоское установившееся безвихревое 
изэнтропическое движение газа, имеют вид

дри дру _  _ ди __ dv _ IT2 , а2 _ к + 1 а~ 
дх ‘ дх ’ ду дх ’ 2 к — 1 к —12’

= а2 = —, W2 = u2 + v\ k = ^.
р" Р Cv

Уравнения характеристик для этой системы 
dy = tg(b±a)dx, ’+&=(, 

где &— угол наклона вектора скорости к оси х,

(2>

* Работа доложена 2 IV 1953 г. в Московском государственном университете.
** Когда настоящая заметка была уже сдана в редакцию, нам стали известны 

работы по тому же вопросу Г. А. Домбровского (’, 8). В (’, 8) дается приближенное 
решение уравнений Чаплыгина. Потенциал скоростей <р и функция тока ф представ­
ляются через две произвольные функции и их первые производные. Переход в пло­
скость течения производится после решения краевых задач для ф и ф.
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Из (2) имеем

— tg + a) ter /9 \dr) x> dr) • X~~tg P — a) (3)

Исключая у, получим

d д
1 ~tg (» -«)] dx ! -^-[tg(»+ a)] dx

d^dT! tg (•9’-f-a) — tg) 5-— a) + t7(® + a) - tg (» - a) = °' (4)

Общее решение (4) имеет вид

Г = Н^ + ФР)' 
Л(«+А(Ч)’ (о)

если (5,в)

^[-tg (-9 —a)] =___ . ^[tg (»+*)] ( у
tg (9 + a) — ,tg (9 — а) Л (5)+/2(4) ’

(6)
ГД*- fi (^) и fi (^1) функции, определяемые (6); ср (?) и Ф (тй — произ­
вольные функции, определяемые из граничных условий. Зависимость

a = a(a) (см. рис. 1) в интервале изменения М 1,15<М<2,35 с 
достаточной точностью аппроксимируется прямой

a = a. (7)

При таком выборе а условия (6) выполняются, и общее решение си­
стемы (3) имеет вид

х = _9Дьнфі)_. v = ,„1
‘g 2$ + tg 2т) ’ У tg 25 + tg 2т; • Р)

Аппроксимация (7) осуществляется в окрестности М= 1,565. Как 
показал С. А. Христианович Р), точка М= 1,565 является точкой пе­
региба характеристик в плоскости (х, у).

2. Решение краевых задач.
А. Задача Коши. Вдоль кривой т; = (?) (или 6 = w2 (т)), кото­

рая пересекается прямым $ = const, tj = const только в одной точке, 
заданы

х = х1(е) = х2(7!), у =У1^) =y2(ri). (9)
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Из этих условий находим

© (5) W ~ tg 25 ■ х» (fc)l [tg 2^ + tg 2Ш, (?)]
— tg 2a,! (5) — tg 25

(10) 
ф (7]) = O'» W + tg 27) • X2 (71)] [tg 2<o2 (I}) + tg 27)1

tg2w2 (7)) + tg 2tj

Б. Задача Гуре а. Рассмотрим один из вариантов задачи. Пусть 
«а_ характеристике 5 = $0 Х^Х1^), на характеристике tj = т;0 
имее”м * ’ пРичем X1 (w = ха (^е)- Из условия на характеристике $=50

Ш = - ? (М + Х1 (ri) [tg 2^ + tg 2Ц. (11)

Из условия на характеристике ?] = tj0 имеем

? СО = “ Ф (т]0) + Х2 (5) [tg 2т]0 + tg 25]. (12)

Из условия в точке ($ = $0; т; = tjJ

? (М + ф 0%) = Х1 ^0) [tg 2$0 + tg 27)0]. (13)

В. Движение задано вдоль характеристики (напри­
мер, вдоль 5 = с0» х = Х1 (т;)), пересекающей твердую стен­
ку, уравнение которой

У=У(Х). * (14)
Используя (8) и (14), получим

= , ex
tg25 + tg27) Г \tg2£ + tg 2tJ ’ 1 °'

где Ф (7]) = - ? ($0) + X1 [tg 2?0 + tg 27]], 7] = 7] ($).
Связь между у и В на стенке может быть установлена из условия 

tg(e-Tj)= г(л). (16)
Постоянная <?(50) находится из условия в точке пересечения характе­
ристики со стенкой.

Г. Движение задано вдоль характеристики (напри­
мер, вдоль с = с0, х = х1(т;), j/=_y1(7]))> пересекающей сво­
бодную поверхность, вдоль которой 

dx dy 
и ~ V

и IV7 = Wn = const (а = ах = const).
Тогда вдоль свободной поверхности

■9- = 2с —а1( т] = а1_$> 
а = Wo cos (2$ — Oi), v = ITosin(2c —

Условия (17) и (18) дают

(^) + (5) = а3ф' (ах — В) + — 5),

(17)

(18)

(19)

где а, — известные функции от В и av
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Условие на характеристике £ = £0 дает

Ф (Ч) = М (т)) [tg 2с0 + tg 27j] - ? &), (20)
отсюда

ф (ах - 5) = хх (ах - 5) [tg 2?0 + tg 2 (ах -$)]-? (Во). (21)

Решая (19) при условии (21), находим с? (В). Постоянные находятся 
из условия в точке пересечения характеристики со свободной поверх­
ностью.

3. Как известно, существует частное решение уравнений газодина­
мики, не являющееся интегралом (4). Его обычно называют решением, 
соответствующим течению Прандтля — Мейера. При линейной аппро­
ксимации (7) оно выглядит исключительно просто.

В заключение отметим, что для значений М>2,35 зависимость 
а = а (а) с достаточной точностью аппроксимируется прямой

а = 0,236 а+ 0,284. (22)

В этом случае при tg & • tg а 72 общее решение уравнения (4) при­
ближенно можно записать в виде:

х - дІ Г + 1 /9^
Л ~ дфдір L 5 + Ч + 1,204 J •

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 16 IX 1954
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