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(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым 3 XI1954)

1. В этой заметке мы применяем результаты, полученные нами 
в работах Ц, 2), к исследованию граничных задач для дифференциаль­
ных уравнений вида

А(«) + L(u; \)=f(x,y), v (1)
где А (и) — произвольный линейный самосопряженный эллиптический 
дифференциальный оператор 2л-го порядка относительно двух незави­
симых переменных х и у; L (и; X) — самосопряженный дифференциаль­
ный оператор (2п— 2)-го порядка вида

n—1
М«5*) = 2

i,h=0 OX Оу
mik

04k(x, у; X) =2 —
1=0

X —комплексный параметр, a f(x, у) и коэффициенты операторов А (м) 
и £(«;Х) — функции, непрерывные в некоторой области Т плоскости 
хоу, ограниченной простым замкнутым контуром Г.

Пусть Ut(u) (г = 1, 2,... , п) — некоторые линейные дифферен­
циальные операторы не выше (2п— 1)-го порядка, заданные на Г. 
Как известно (3), для любых функций и и v, имеющих в Т непрерыв­
ные частные производные до 2(п —1)-го порядка, авГ + Г (2/г—3)-го 
порядка, имеет место равенство

$ [vL (и,; X) — uL (щ X)] di dy = (M dy — Ndx), (2)
t г

где M и N— определенные билинейные функции относительно и, v 
и их частных производных до (2п — 3)-го порядка. Нетрудно видеть, 
что это условие имеет место и в том случае, когда производные 
(2/г—1)-го порядка функций и и v имеют в Т логарифмическую 
особенность.

В дальнейшем будем считать выполненными следующие условия:
1) существует единственное в области Т решение уравнения 

А (и) = р(Х'у], удовлетворяющее на Г условиям
Ui(u) = 0 (i = 1, 2,. . ., n), (3)

представимое при помощи функции Грина И (х, у; i, у) оператора 
А (и), соответствующей условиям (3), в виде

и (%, у) = — \АН (х, у; В, т;) р (£, т() di dy;
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2) Н (х, у, — симметрическое определенное ядро;
3) для любых функций и и у имеющих в Т + Г непрерывные 

частные производные до (2/г— 3)-го порядка, удовлетворяющих на Г 
условиям (3),

\(Мdy- Нdx) = 0. (4)
Г

Условия 1), 2) и 3) выполняются, если, например, Л (и) — полигар- 
' • ' д—1

ионический оператор 2и-го порядка; L (и;1)~ 2 Рк^ (w), где 
й=0

рк (X) — некоторые полиномы, а ДЛ (и) — полигармонический оператор 
2&-го порядка и условия (3) на Г имеют вид и= ^и — ... = Д”-1^ = О, 
или L (ц; X) — оператор не выше /г-го порядка, а условия (3) на Г име­
ют вид и — du I dv = .. . = dn~iuld'fn~l= 0, где v — внутренняя нормаль 
контура Г.

Рассмотрим граничную задачу:
Найти в области Т решение уравнения (1), удовлетворяющее на 

Г условиям (3).
Эту задачу будем называть задачей L. В силу условия 1) задача 

L эквивалентна интегро-дифференциальному уравнению
и (х, у) = $ Н (х, у; В, т]) L (и (5, tj); X) dt d^ — 

г
— $ н {х, у, 5, 7])/(5, 7]) di d-ц. 

ег
2. Рассмотрим следующие интегральные уравнения:

v (х, у) = $ К (х, У, 5,7]; X) V (5, 7j) dt d^ — ^H (х, у; В, tj) f(l, т;) dt d-ц, 
Г ў

W (х, у) = $ К (5, V, х, у; X) W (?, 7]) d^dti—f(x, у), 

(5)

(6)

(7)

где

(X, У, 7]; X) = L^H (х, У, 5, 7)); X) = 2 Л (х, у; $, т;) X1,
1=0

т = щах тці', 
0<і, Л<Л-1

л-1 ., h
л, (X, у, Е, ч) = 2 м («. ч) а+ .

i.k^O

(/= 0, 1, . . ., m; i, k = 0, 1, . . ., n—1).

Ядро ^(x, у, 5, т;; X) при любом X симметризуемо справа функцией 
Н(х,у, 6, т]).

Лемма 1. Если и0(х, у) — решение задачи L при X = Хо, то 
Wo (X, у) =—Л (и0) — решение уравнения (7) при том же X = Хо.

Лемма 2. Если w0(x, у/) — решение уравнения (7) при Х = Х0, то
«О (х, у) = $ Н (х, у; 5, 7]) Wo ($, Tj) d^ dri (8)

'т
есть решение задачи L при том же \ = \0.
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Из лемм 1 и 2 вытекает, что множества собственных значений 
задачи L и уравнения

® {х, у} = §К (5, tj; х, у, X) di dq (9)
т

совпадают и, более того, если иа{х, у}— собственная функция задачи 
L, соответствующая значению Х = Хо, то w^x, у} = — Л(ц0) — собствен­
ная функция уравнения (9) при X = Хо; если же ^0(z, у) — собственная 
функция уравнения (9), соответствующая значению X = Хо, то функция 
(8) — собственная функция задачи L при том же Х = Х .

3. В пространстве Лебега рассмотрим интегральные опера­
торы

На= й Н ^Х’ У'’и &d^’ 
г

= v, х, y)u(i, q}didq (6 = 0,1,..., tn}
T

и запишем уравнения (7) и (9) в виде
™ m

w — ^XkAhw = —f, w — 2 ^Akw = Q. (10)
k=0 h=o

Легко видеть, что операторы А^ и /7 удовлетворяют всем требо­
ваниям, наложенным в § 1 работы (г), где в качестве пространства X 
надо рассматривать L2(T). На основании лемм предыдущего параграфа 
и результатов работы (г) при исследовании задачи L получаем сле­
дующие результаты:

Теорема 1. Если tn —нечетное число и ядро А0(х, y;i, q} не 
имеет положительных собственных значений 1, то существует, 
по крайней мере, одно вещественное собственное значение задачи L.

Теорема 2. Если т —четное число, ядро Ай^х, у, i, q} не имеет 
положительных собственных значений а Ат \х, у,і, имеет 
хотя бы одно положительное собственное значение, то существует 
по крайней мере одно вещественное собственное значение задачи L.

Теорема 3. Если единица не есть собственное значение ядра 
А {х, У', 5, т]), то множество собственных значений задачи L не 
имеет предельных точек в конечной части плоскости X.

Теорема 4. Если А0(х, y,i, tj) не имеет положительных соб­
ственных значений -<1 и все ядра Ak(x, у; 5, tj) (6 = 2, 3,..., т) 
имеют только положительные собственные значения, то задача L 
не имеет невещественных собственных значений удовлетворяю­
щих условиям 0<argX те / (тп — 1), 2те — кЦт — 1) argX<2к.

Теорема 5. Если А0{х, y-,i, q} не имеет положительных соб­
ственных значений -<1 и все ядра (—1)Мь(х, у, 5, tj) (6 = 2, 3, . . ., т} 
имеют только положительные собственные значения, то задача L 
не имеет невещественных собственных значений удовлетворяющих 
условиям те— к/(т—1)-С arg X < те, те<а^Х те + те/(т — 1).

Границы области несуществования невещественных собственных 
значений, полученные нами, нельзя расширить.

4. Рассмотрим частный случай задачи L, который назовем задачей 
L2, соответствующий условиям htk\x, у} = 0 для Z = 0, 3, 4,..., т; 
0 г, й-^п — 1. Тогда Ai (х, у; $, tj) = 0 для Z = 0, 3, 4,..., т, и урав­
нения (10) примут вид

w— \А^— l2A2w = — f, w — ХД^ — XM2w = 0. (И)
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В силу теорем 7 и 8 работы (х) имеют место:
Теорема 6. Если, Л2(х, у, 5, т;) имеет только отрицательные 

собственные значения, то задача L2, имеет, по крайней мере, одно 
вещественное собственное значение.

Теорема 7. Если А2 (х, у; tj) имеет только отрицательные 
собственные значения и все собственные значения Ах(х, у, i, ^) отри­
цательны (соответственно положительны'), то все вещественные 
собственные значения задачи L2 отрицательны (соответственно 
положительны), а вещественные части комплексных значений непо­
ложительны (соответственно неотрицательны).

Допустим теперь, что ядро А2 (х, у; т;) имеет только положитель­
ные собственные значения. В этом случае задачу L2 назовем задачей 
7-2 • Тогда операторы А2 и Н удовлетворяют всем требованиям, 
наложенным в § 1 работы (2), на основании результатов которой полу­
чаются следующие предложения:

Теорема 8. Задача Lz имеет собственные значения (все вещест­
венные в силу теоремы 4) | | | Х21 1| . (бесконечное
множество, если (Ах(х, у %, ч]) —невырожденное ядро, в этом слу­
чае lim | Хп | = + оо), которым соответствуют собственные функции 
их(х, у), ■ ■ •, ип(х, у),..., удовлетворяющие условиям

Л«г (х, у)) uh (х, у) dx dy + 
г

+ Х4Хк \ А2 (х, у, s, t) (— Аіц (х, y)) uk (s, t) dx dy ds dt = 8ltk 
т г

(i, k = l, 2,...).

Отметим, что при помощи метода, указанного в работе (2), мы 
найдем все собственные значения задачи Lz и полную систему ее 
собственных функций.

Теорема 9. Если \ не есть собственное значение задачи Lz, то 
ее единственное решение почти всюду в Т представимо в виде

и(х, у) = — Н(х, у, s, t)f(s, t)dsdt 4-7 2
Т " h=l

где fh = ^/(л, У) Uk (х, у) dx dy (k = 1, 2,...), а 
т

^yjUk(x,y\ (12)

ряд справа ограни-

ченно сходится в Т.
5. Пусть теперь дополнительно hzh\x, у) = 0 для0<7, k^n — 1; 

в этом частном случае задачу L2 будем называть задачей Lx.
В этом случае выполняются все требования § 5 работы (2), если 

принять за LB (см. (2), § 5) пространство С функций и(х, у), непре­
рывных в У, и имеет место

Теорема 10. Если X не есть собственное значение задачи Lx, 
то ее единственное решение в области Т представимо в виде (12), 
где ряд справа равномерно сходится в Т.

Тбилисский математический институт им. А. М. Размадзе 
Академии наук Груз.ССР
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5 VII 1954
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