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МАТЕМАТИКА

А. П. ЕРШОВ

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ОБРАЩЕНИЯ МАТРИЦ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 12 XI 1954)

Основу предлагаемого метода составляет следующая лемма:
Лемма. Пусть А{аг]} — неособенная матрица порядка п и 

    ^іусть строятся по индукции три последовательности матриц 
" ’ {а^}, Х(т) {х^} и В(т+" {bi^+1)}

0)=Е, XW = E, BW = A — E, где

м _dij —
ац,
Л ог/.

(т) _ Д'?-!) Xij --

Тогда

и, в частности,

(m— 1,. .., n) таких, что 
E {8гД — единичная матрица, и

tm____ mj
1 + тт

^7+1) = ьф

X™ =

nv, О)

bWim mi 
1 + ‘ 1 mm

(III)

(IV)

Xw = (л(Я)р1 = л-1

i

Доказательство. 1°. Пусть A{aij} 
имно-обратные матрицы, т. е.

АХ^Е,
и пусть А* — матрица с элементами

и X {xij) — известные вза-

(1)

а-. = [а^
,J I akj + Ea^j,

i =1=
i = k,

где EakjU = 1, • • • , n) — произвольные числа, образующие вектор 
EAk- Тогда, если А* окажется неособенной матрицей, для матрицы 
Х'^}, обратной к А*, из уравнения (1) и уравнения

А'Х' = А'(Х + EX) = Е (2)

можно получить простыми выкладками, что

• . xik (ЕА.ХЛ
Xij — xij + Exij — Xij (i, j = \ ,, n), (3)

где Xj—J-й столбец матрицы X.
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2°. Выражение (I) можно представить в виде следующего 
рентного соотношения:

aW =
i = rn.

рекур-

(4)

~ Тогда, считая, что числа amj— (у =1,...,«) образуют вектор 
Ат — Ат — Ет, где Ат и Ет— m-е строки матриц А и Е, соответст­
венно, и обозначив через Х^ {х^>} матрицу, обратную к А(т) полу­
чим из (3), что ’ 7

х(т) _ х(т—1)_ *0
'J ' 4 1 + 0m (i, J — 1, . . . , п; т = 1, . . . , п). (5)

3°. Сравнивая (5) и (И), видим, что для доказательства леммы до­
статочно показать, что

(АіХ^ (/, у=1, ...,п; т=1,...,п). (6)

Для т — О

(АіХ^) — 2 (aik — oik) Zkj = — ol7 =
fc=i

Пусть для m-l тогда для т

{AtX^ = ( Дг - ^Рт^Оъ 
V I i + (AmX^ JJ

^^т-р {А^^^Х^
1 + {АтХ^ 11 1 + bmm

Лемма доказана.
Легко видеть, далее, что матрица Х{т) имеет следующее строение:

В то же время из (II) и (III) следует, что после того как постро­
ены матрицы Л "‘I и В(т+1\ для построения матриц A'(m+1), х{т+2\ , Xw 
Хт^мо/н^0 П~т п?следних ^Рок матрицы В(т^_ Поэтому 
X следующийЧвиГТеЛЬН°И °браЩенИЯ матРицы мож™ ПРИ'

Пусть Д — неособенная матрица и пусть по индукции строится по­
следовательность матриц Sw, Sw, Sw,..., Sw, S(n\ такая, что
£(0> = А — Е,

Amy 0)7-1), 
Ьт/, І =

т\
т’, П-, т = 1,..., п) (7)

А”1') _ Д'?)' ^lj — ^IJ

Тогда = х^ ■ л-і■— /1

ЛтУ „(т—і)
Ут
4 I о(т—1) ’ smm (8)
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Действительно, из (7) и (8) вытекает, что S(mi имеет своими пер­
выми т строками первые т строк матрицы Х(т\ а последними п—т 
строками — последние п — т строк матрицы В(т+1\ откуда и следует, 
что

= ХО) = A-i 
»

Хотя предлагаемый метод основан на другой идее, нежели методы 
обращения матриц, опирающиеся на известный алгоритм последова­
тельного исключения неизвестных, он с ними тесно связан в вычисли­
тельном отношении. В частности, между элементами матриц и 
С[ml (матрицы, получающейся после т-го этапа обращения матрицы мето­
дом перекрестного умножения (х)) имеют место следующие соотношения:

Ci—m+n, j—m+n, І т, j mt,
— с\ -п+п, і-т, І <т, j> т;

| —т, i^> т, jт,

I Ci—т, j—т і т, j т>

(9)

Эти соотношения получаются из сопоставления формулы (6) в ра­
боте (х) с формулами, выражающими элементы матрицы S(m) через 
миноры исходной матрицы At

(-1)'+'Мл '1, . . . , j — 1, j + 1, • ■ • , т \
1......... i — і, і + І, . . . , т J т, j М',І

(—
Л?). д _ о: j —

/1,2,........................................   т\
0,. . .,i — 1,i + 1,. . . .т, j) i т,

(_ мА 1,...,/— 1, j + 1,. . . , т, i
,1,2,.......................................... т. i~~> т

j> т\
(Ю> 

j < т',

МА
'1,. . . , т, i ' 

...... т, j,
т, т,і

где Дт — главный минор т-го порядка матрицы А. Эти выражения 
можно получить из (IV) и (6), исходя из известного представления 
элементов обратной матрицы через алгебраические дополнения элемен­
тов прямой матрицы.
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