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МАТЕМАТИКА

М. А. ГОЛЬДМАН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СВОЙСТВА НОРМАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

(П редставлено академиком В. И. Смирновым 12 XI 1954)Пусть Ег и Е2— некоторые пространства типа (В) с одним и тем же числовым полем; — пространство всевозможных линейных ограни­ченных операторов, отображающих Ег в Е2, и Т — произвольный опе­ратор из Обозначим через Д (7) область значений оператора Т и через А (Г) — множество всех его нулей. Аналогичный смысл имеют обозначения А (Г*)  и ЦТ*},  где Т* — оператор, сопряженный с Т.

* Если L — некоторое линейное множество банахова пространства, то dim L означает размерность этого множества, т. е. наименьшую из мощностей множеств AfC-t, линейная оболочка которых плотна в L.

Выделим в множество Г всех операторов с замкнутыми в Е2 областями значений. Как известно, для принадлежности оператора Т множеству Г необходимо и достаточно, чтобы отвечающее этому опе­ратору уравнение Тх = у было нормально разрешимо (т. е. чтобы оно было разрешимо относительно х t Ег при заданном у € Е2 в том и только в том случае, когда для любого функционала вы­полняется равенство ср (у/) = 0).Будем говорить, что уравнение Тх = у, где Гб Г, обладает ус­тойчивостью свойства нормальной разрешимости, если это свойство сохраняется при добавлении к оператору Т любого достаточно мало­го по норме оператора из или, иными словами, если Т содержит­ся в открытом ядре Го множества Г.В настоящей заметке устанавливаются два критерия принадлеж­ности оператора Т из £ множеству Го.Разобьем множество Г на три непересекающихся подмножества П, Г2 и Г3, элементы которых Т удовлетворяют, соответственно, первому, второму или третьему из следующих условий: 1) числа dim L (Т) и dimZ(r’) конечны; 2) только одно из них конечно; 3) оба эти числа бесконечны*.Операторы множества Гь удовлетворяющие условию dimA(r) = = dim Z(r*),  известны под названием фредгольмовых операторов. Теория таких операторов (и соответствующих им уравнений), воз­никшая в связи с интегральными уравнениями Фредгольма, была впервые развита Ф. Риссом (*)  и, в известном смысле, завершена С. М. Никольским (2, 3). Дальнейшее изучение операторов множест­ва Гі в общем случае, когда они не стеснены дополнительным усло­вием dim L (Т) = dim L (7”), было осуществлено Ф. В. Аткинсоном (4) и И. Ц. Гохбергом (5, 6), работы которых представляют собой исследования с абстрактной точки зрения свойств сингулярных инте­гральных уравнений.В статье Ф. В. Аткинсона содержится утверждение, что множе­ство Гі открыто в <§. Следовательно, Гх с Го. Ниже будет выяс­нено, что Го не исчерпывается множеством Гъ а представляет собой соединение множеств fj и Г2.
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Теорема 1. Для принадлежности оператора Т из V открыто­
му ядру Го необходимо, чтобы по крайней мере одно из чисел 
dim ЦТ), dimZ(7”) было конечно. Иначе говоря., ГосГі U Г2.Доказательству этой теоремы предпошлем лемму.Лемма. Пусть L — подпространство некоторого пространства 
Е типа (В). Если размерность фактор-пространства Е/ L беско­
нечна, то в Е существует бесконечномерное подпространство Ц, 
удовлетворяющее условию L Г] Ц — 0, где 6 — нулевой элемент Е.В основе доказательства леммы лежит предложение Маккея (7): 

Всякое подпространство сепарабельного пространства £ типа
(В) имеет квазидополнение.*

* Подпространство L^S1 называется квазидополнением к в & еглиЛ 2.1 = 6 и = 1 если

Доказательство леммы. Выберем в пространстве ЕЦ ли­нейно независимую систему {xi}f и в каждом классе смежности 
Xi—по элементу Xi. Пусть 2— замкнутая линейная оболочка множе­ства {%;}“ a 21 — подпространство П L- Покажем, что любое ква­зидополнение Lx к 21 в 2 удовлетворяет требованиям нашей леммы- То, что L П Ц = 0, очевидно. Остается лишь показать, что dim Lx бесконечна. Предположим противное, т. е. что dim Д конечна. Тогда, имея в виду условие <2*1  Л = 0, можно будет применить лемму Ф. Рисса f), согласно которой существует такая постоянная С, что для каждого элемента х' из <21 и каждого элемента х" из Ц выпол­няется неравенство || х' || + || х" ||< С || х' + х" || . При помощи этого неравенства легко показать, что 2і®Л = 2і®Л (= 2). Следова­тельно, каждый элемент xt, как элемент из 2, может быть представ­лен в виде хг = х° + 2aih* h> где x’€2iCZ, а х1, х2..............хп — 

к=1 
пбазис в Ц. Отсюда вытекают равенства xt = 2 °Чихк , і=1, 2...........  

~kв которых х обозначает класс смежности, содержащий элемент xk. Так как полученные равенства противоречат линейной независимости системы {х,}“, то лемма доказана.Доказательство теоремы 1. Пусть Т € Г3. Покажем, что по любому положительному числу е можно найти в £ оператор А, кото­рый удовлетворяет Следующим двум условиям: 1) || Д (| <s,2) Т + Д€Г. Это будет означать, что Т€Г0.Рассмотрим фактор-пространство £2/А(Д). Оно бесконечномерно, ибо пространство, сопряженное с Е21 ^(Т), эквивалентно бесконечно­мерному пространству ЦТ*).  Следовательно, согласно лемме, в Е2 существует такое бесконечномерное подпространство Ц ’ что А(ЛП4 = 02. где 62 — нулевой элемент пространства Е2. Возьмем 
в ЦТ) некоторую минимальную систему элементов {хг}“, в Ц — ли- оонейно независимую систему {у,-}” и положим Ах = ft Ц)yit где 
fi — функционалы, принадлежащие пространству Д*  , ''сопряженному с Ех, причем они выбраны так, чтобы выполнялись условия: а)фЦЦ =0, если Щй; f(xi) =#0 и б) 2 НЛ II II Уі II <е. Условие б) обеспечива- 

1^1 ООет сходимость ряда ^fi^yt при каждом х^Ер, из него же вытека-
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^т, что И А II О и что последовательность операторов Ап, опреде- 
пляемых равенствами Апх fi(x) Уо п=\, 2, ..., сходится к А

1=1равномерно (т. е. в смысле метрики пространства <§). Так как Ап — конечномерные операторы, то А вполне непрерывен. Он не является конечномерным, ибо, на основании условия a), у/; = [Д (х,)]-1 Ахг€ △(Л), 
г = 1,2, ... Отсюда следует, что Д(А)=ДД(А) (так как область зна­чений вполне непрерывного оператора, не являющегося конечномер­ным, есть множество первой категории в себе). Покажем теперь, что А (7 + А) Д (Г + А)^ Пусть ^ — некоторый элемент из А (А), не принадлежащий А (А). Имея__в виду, что Xi£L(T), yiQA(L(T)) и, следовательно, A (L (7)) = А (А), можем записать элемент у0 в виде j/0 = lim Ахп, где хп € L (Т). Так как Тхп = 02, то j/0 = lim (Тхп + Ах^, n—>СО________________________________________________________ П-^CQт. е. _у0 € А(Г + А). Но j/0 € А (Г + А), ибо, предполагая противное, будем иметь у0=Тх0 + Ах0, Тх0 = у0— Ах0€ Д(А) с откуда, пользуясь равенством А (Г) П Л = ®г> получим Тха= 62 и _у0=Ах0€Д (А1, что противоречит условию выбора элемента _уп.Этим доказательство теоремы 1 заканчивается.Дальнейшей нашей целью является доказательство соотношения Г1 U Г2сго. Оно непосредственно вытекает из двух теорем, приво­димых ниже. Назовем оператор U из £ обобщенно обратимым, если хотя бы один из операторов U или U" обратим.Теорема 2, Всякий оператор Т из Гх U Г2 может быть пред­
ставлен в виде U А-К, где U—обобщенно обратимый оператор из Г, а К — конечномерный оператор.Доказательство. Предположим, что dim L (Т) dim L (Т*).В этом случае dim ЦТ*) конечна. Пусть ©х, ф2, ..., ©„— базис в /■(Г*); xv х2, ..., хп — линейно независимые элементы из. ЦТ), а _ух, Уг, ■.. , уп и Д, Д, ...,/п —соответственно, элементы из Д2 и функционалы из В* , удовлетворяющие условиям Д (Xk) = ®!СУй)= 

п= 5ik. Положим Кх = 2 ft Ц)Уь U = Т — К, и покажем, что уравне- 1=1ние Ux = y разрешимо при всяком у£Ц. Это будет означать, что 
U—обобщенно обратимый оператор из Г, так как условие ЦВ) = Ц влечет за собой обратимость оператора U*. Рассмотрим оператор п■Р = Д —Q, где /2— единичный оператор на Д2, a Qy = 2 ©> (у) у,. Лег- 

і=іко проверить, что А (Р) = А (Г). Следовательно, уравнение Тх = Ру всегда разрешимо. Запишем общее его решение в виде х = х + х0, где 
х — некоторое частное решение этого уравнения (зависящее от _у), а •Ко — любой элемент из ЦТ). Оказывается, что возможен такой выбор 
х0, чтобы элемент х 4- х0 был решением уравнения Ux = у. Действи­тельно, преобразуя х + х0 при помощи оператора U, _получим:+ х0)=Г(х + x0)~Kx-Kx0=Py-Kx-Kx0=y-(Qy+Kx+Kx9)= 

п

~У~ 2 [?г (jf) + ft (х) Afi (х0)] уь Отсюда видно, что элемент х0, длякоторого U(x + х0) = у, должен удовлетворять условиям Д (х0) = 
~—fi(x) — ?і(^)> і=1, 2, ..., п- Они, очевидно, будут соблюдены, песли положить х0 = 2 ahxh, где Лц —— fn (х) — ©fe (у), k = 1, 2, . .., п. k=i 203



Таким образом, теорема доказана в предположении, что dim 7(7") dim L (Т*). Аналогично проводится доказательство при условии dim L (Т') dim L (Т*). В этом случае устанавливается равенство А (67*)= 
= Е* , из которого следует, что оператор U€ Г и обратим.Теорема 3. Всякий оператор Т вида U + V, где U — обобщен­
но обратимый оператор из Г, а V — вполне непрерывный оператор, 
принадлежит Го.Доказательство. Достаточно показать, что ГбГ, так как множество обобщенно обратимых операторов U из Г открыто в $.Рассмотрим оператор Г, определенный на фактор-пространстве 
ЕД ЦТ) при помощи равенства Тх = Тх (=у), где х— любой эле­мент из класса смежности х. Оператор Т отображает взаимно-одно­значно ЕД ЦТ) на Д(Т'). В силу того, что множество Д(Т') замкнуто в Е2 в том и только в том случае, когда оператор Т'1, обратный к 
Т, ограничен, наша теорема сводится к доказательству существова­ния числа N, для которого || х || < ^ || у II при всех у€ЦТ). Пред­положим, что такого числа нет. Тогда существует последовательность 
xlt х2, • • •, хп, • •., для которой || хп II > п || уп II , где уп = Тхп- Можно считать, что || хп II = 1 при всех л; тогда уп-^Ц Выберем П—К»в каждом классе смежности хп по элементу хп так, чтобы множество { II Хп IIбыло ограничено, и образуем последовательность Vxlr 
Vx2, . .., Vxn, . . . Эта последовательность компактна. Выделим из нее сходящуюся последовательность УхПі, Vxn............. .. Vxnh, ... Так как U=T—V, Txnk=ynk и ynk—>0, то последовательность Л-юо
Uxn,, ихПг, ..., Uxnh , ... тоже сходится. Предположим, что опе­ратор U обратим. Тогда, в силу условия U € Г, будет сходящейся и последовательность хп,, %па, • • • xnje, • .Если х0 = lim xnk , то Тх0 = 

k-+co= lim Txnh = б2, т. е. х0 € ЦТ). Поэтому || xnh — х0 II > inf II x„k — х || = 
х^ЦТ)= II Хпк II =1. Получилось противоречие со сходимостью хПк к х0. Это доказывает теорему в случае обратимости оператора U. Для ее доказательства при условии, что обратим оператор U*, нужно рас­смотреть оператор Т' = U* + V' и принять во внимание, что из ра­венства А (Т’’) = А (7”) следует равенство ЦТ) = ЦТ).Теоремы 1—3 позволяют сформулировать следующие два крите­рия принадлежности оператора Т множеству Го.1. Для принадлежности оператора Т из Г множеству Го необ­

ходимо и достаточно, чтобы по крайней мере одно из чисел dim L (Т), dim L (7”) было конечно.2. Для принадлежности оператора Т из $ множеству Го не­
обходима и достаточна возможность представления Т в виде 
U + V, равно как и в виде U + К, где U — обобщенно обратимый 
оператор из Г, а V и К — соответственно, вполне непрерывный 
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