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МАТЕМАТИКА

Член-корреспондент АН СССР И. Н. ВЕКУА

ЗАДАЧА ПРИВЕДЕНИЯ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 

И ОБОБЩЕННАЯ СИСТЕМА КОШИ — РИМАНА

К задаче приведения квадратичной формы К = а (%, у) dx2 + 
+ 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dy2, g2 = ас — й2>0, к виду А^2 + d^2), 
А>0, как известно, редуцируется проблема приведения к канонической 
форме следующего вида уравнений в частных производных эллиптиче­
ского типа:

aiiyy — 2buxy + сихх +F(x, у, и, их, Uy) — 0, (1)

а также систем уравнений

— их = avy — 2b'vx + р! (х, у, и, v) (Ь' + b" = b),
iiy = cvx — 2b"Vy + F2 (a, y, u, v). (2)

В свою очередь, указанная задача приводит к доказательству су­
ществования однолистных решений системы уравнений эллиптического 
типа вида

gux = avy — bvx, — guy = cvx — bvy, (3)

которая является обобщением системы Коши — Римана. В настоящее 
время эти задачи принципиально можно считать изученными (\2,4) 
на основе общей теории униформизации (3). Полное исследование этих 
задач, в частности доказательство существования однолистных реше­
ний эллиптической системы (3), можно получить на основе геомет­
рической теории квазиконформных отображений, развитой М. А. Лав­
рентьевым (а, 6) (см. еще (13, 14)). Ниже указывается непосредственный 
прием глобального изучения этих задач, который основан на принципе 
сжатых отображений.

Систему (3) мы можем записать в виде

w- + q (z)wg = 0 (4)

( ? = ъ +7(| + ар WF = ^2 ^Wx + =

Обозначая через E плоскость z = x + iy, будем считать, что: 
1) q(z)^Lm(E) и 2) существенная верхняя грань | q (z) | = q^ < 1.

Понимая и wr в смысле С. Л. Соболева (’), пару вещест­
венных суммируемых функций и(х, у) и v(x, у) будем назы­
вать обобщенным решением системы (3), если комплексная функция 
w = и + iv удовлетворяет уравнению (4) почти везде. Непрерывно 
дифференцируемые решения системы (3) будем называть регулярными 
решениями.

197



Будем искать решения уравнения (4) в виде

= - I И + ф(г) = + Ф(г), (5)
Е 4

где Ф — произвольная целая функция 
Если ы Е LP(E), р>1, то

от z, а со — искомая функция.

^ = -1$$^^+ф'(^ (6)

причем интеграл здесь надо понимать в смысле главного значения 
по Коши. Подставляя это в (4), получим для ы сингулярное инте­
гральное уравнение типа Трикоми (8):

Дг)-Ды = -?(г)Ф'(г), Au = q(z) Su. (7)

Оператор 5 линеен и ограничен в LP(E), р>1, причем ||5/|К 
< (9)- Нетрудно доказать, что А2 = 1 (см., например (10)).
У читывая, что | q (z) | q0 < 1 почти везде в Е, можем указать такое 
е>0, чтобы || А ||£/, qQ А^<1 при |2 — р|О- Тогда на основании 
принципа сжатых отображений уравнение (7) имеет единственное ре­
шение, принадлежащее Lp, если правая часть принадлежит LP(E), 
\р — 2|<е. В частности, решение О уравнения Q — AQ — — q, оче­
видно, принадлежит Lp, р^Ч. Поэтому W(z) = z+TO будет непре­
рывным в смысле Гельдера обобщенным решением уравнения (4). 
Все остальные обобщенные решения этого уравнения получаются при 
помощи равенства w (z) = E(W(z)), где Е — произвольная аналитиче­
ская функция.

Обозначим через Н множество функций LP(E), непрерывных в 
смысле Гельдера. Можно доказать, что ПЕЯ, если q € Н (и).

Докажем теперь, что частное решение U7(z) = 7Q + z (Q — =
— — q, q € H) уравнения, (4) осуществляет гомеоморфное отобра­
жение плоскости z на плоскость W.

Пусть <оо — решение уравнения q (z) (z0)— q (z)] [Z (z, z0)]-1,
где Z(z, z0) = z — z0 — ^(z0)(z —z0), z0— фиксированная точка. Не­
трудно показать, что «0 € Lp, р>2, и w(z, z0) = Z (z, z0) exp (7X) — 
регулярное на всей плоскости решение уравнения (4), осуществляю­
щее гомеоморфное отображение некоторой окрестности точки z0 на 
окрестность точки w = 0. Следовательно, любое регулярное в окре­
стности точки z0 решение уравнения (4) имеет вид: w (z) = Фо [w (z, z0)J, 
где Фо — голоморфная функция в окрестности точки w = 0, т. е. 
w(z) = [w(z, г^рФД^д, z0)], где п — целое число, п>-0, a w1(z) = 
= Фі [w (z, z0)] — регулярное в окрестности z0 решение, причем 
Wi(zo)=^=O. Если га>0, то z0 есть нуль w(z) кратности п. Следова­
тельно, регулярное решение w(z) уравнения (4) может иметь лишь 
изолированные нули внутри области.

Для большей ясности мы ограничимся рассмотрением случая, когда 
q = 0 вне некоторой ограниченной области Gq. (Приводимое ниже 
рассуждение с небольшим изменением применяется и к общему случаю.) 
Тогда вне Gq : 1) w = 0; 2) W (z) голоморфна и 3) ТО = О (| z |-1). 
Легко видеть, что W(z) осуществляет конформное отображение внеш­
ности некоторой окружности | z | = R на внешность простой замкнутой 
аналитической кривой LR, причем имеется гомеоморфизм между окруж­
ностью | z | = R и кривой Ln- Остается доказать, что W (z) осущест- 
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вляет гомеоморфное отображение круга | z | < на внутренность 
кривой Lr. Пусть — некоторая фиксированная точка внутри Lr. 
Имеем
1 = ^5^ =^Г, S 5 .(8)

I Z I — К I z I =K

Так как W(z) =£ w0 при | z| = R, то внутри круга | z|<R может лежать 
лишь конечное число нулей zlt..., zm регулярного решения W (z) —w0 
уравнения (4), прцчем каждый нуль мы считаем столько раз; какова

т
его кратность. Тогда мы можем написать: W(z) — w0 = (z) Пте» (z, Zk),

k=i
где ®x(z)—регулярное решение, которое нигде не обращается в нуль 
внутри Lr. Но, в силу равенства (8), т=1, т. е. имеется одна и 
только одна точка zx такая, что W (z^ = w0. Таким образом наше 
утверждение доказано.

Так как формула w (z) = F(W(z)), где F—произвольная анали­
тическая функция, дает все решения системы (3), то легко доказать 
теорему:

Всегда существует решение системы (3), реализующее гомеоморф­
ное (квазиконформное) отображение на единичный круг любой 
односвязной области, граница которой содержит по крайней мере 
две различные точки.

Заметим, что если С = w (z) — однолистное в некоторой области 
G решение системы (3), то обратная функция z = w-1 (С) будет 
однолистным решением квазилинейного уравнения'. — q (z) — 0.

Вернемся теперь к квадратичной форме К. Будем считать, что 
а, Ь, с ЕН, ас — Если обозначить: Z = X-\-iY =
= W (z) — z-У ТЕ1, то форма К приведется к виду A(dX2-\-dY2), 
Л>0. Назовем новые переменные X и Y изометрическими коор­
динатами формы К. Очевидно, в результате аналитического 
преобразования вида Z'=f(Z) или Z*—f(Z) изометрические коор­
динаты переходят в изометрические же координаты.

Если а, Ь, с ЕН, ас—b2^- k)>Q, то, беря''в качестве новых пере­
менных изометрические координаты формы a dx2 + 2b dx dy + c dy2, 
уравнение (1) приведем к каноническому виду Ди + F(x, у, и, их, иу) = О, 
а систему (2) — к виду

их + А (х, у) -Vy-уВ (х, у) vx + F± = О, 
«J—А(х, y)vx + B(x, у) vy + F2 = О,

причем В — b"— b', A=g~y>G Если А и В дифференцируемы, то си­
стема (9) легко приводится к каноническому виду Ux—Vy = Ао V -f- Flt 
uy + Vx = B0V + F2 подстановкой и = и + Вю, V = Av. Пользуясь 
этим, Л. Берс (12) недавно доказал существование решения системы (2) 
(при F, = F2 = 0), однолистного на всей плоскости. При помощи ука­
занного выше метода это предложение доказывается при более сла­
бых ограничениях.

Очевидно, это предложение достаточно доказать для системы 
«г + (В[+ 1А) vz — 0. Если решение будем искать в виде W, (z) = z 4- Т Q, 
то для £1 получим уравнение: Q (z) — Q (z) SO = — Q (z) (Q = (1 — A + 
+iB)/(l + A —IB), A>0), которое имеет единственное решение, так как 
sup | Q (z) I = Qo< 1. Можно доказать, что W, (z) гомеоморфно отобра­
жает плоскость z на плоскость W*, если Qz Е Lp, р>2.
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Это вытекает из следующей теоремы: если Q2, Ло, B^Lp, р>2, 
в некоторой области G, то нули нетривиального регулярного в G 
решения т = и + iv уравнения wr— Q (z) w2 + Aow + Bow = 0 изоли­
рованы внутри G.

Теперь можно построить решение системы —ux—-avy— 2b'vx, 
Uy = cvx — 2b"vy, ас — (Ь' + b")2 k > 0, реализующее гомеоморфное 
(квазиконформное) отображение плоскости z, на плоскость решения 
w = u + iv. Таким решением является сложная функция

W,{W(z)}.
Поступило 
29 IX 1954
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