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В работе рассматривается конгруенция (т. е. множество, завися­
щее от двух существенных параметров) линий второго порядка в трех­
мерном проективном пространстве. Исследование проводится методом 
подвижного репера и внешних дифференциальных форм (х).

1. Построение канонического репера конгруенции 
линий С2. Три вершины репера Аи А2, А3 выбираем в фокальных 
точках линии С2, четвертая вершина А4 находится на пересечении ка­
сательных плоскостей в точках Ах, А2, А3 к фокальным полостям 
(АД,- (А2), (А3) конгруенции. При этом вершины Аъ А2, А3 репера 
нормируем так, чтобы уравнение линии С2 относительно репера при­
няло вид

Хі х2 + х2х3 + Х3Хі = 0.

Построенный репер конгруенции не является единственно возмож­
ным, указанным способом для линии С2 конгруенции можно постро­
ить Cf = 20 реперов.

2. Система уравнений, определяющих конгруенцию 
линий С2. Конгруенция линий С2 относительно построенного репера 
определяется системой уравнений:

со? -ф со? = 0; со2 -ф W2 = 0; со3 -ф со3 = 0:

[Ы1 Дф] + 0; [Ы2> ®2І + [Ы2! Ы4 + М4І = 0? (1)
[ыз> ^з] + [“з! ы4 + Ы4І — 0;

Oj =«2 — ыз — 2coJ -ф со? -ф со3; ] 62= со? — со? — 2 со? + ыз + 

03 = wj — ы2 — 2w3 -ф со;1 -ф со2,

общее решение ее зависит от 6 произвольных функций 2 аргументов.
Этот произвол можно истолковать так, что посредством задания 6 

произвольных поверхностей определяется конгруенция линий С2, для 
которой они служат фокальными поверхностями. В системе (1) за не­
зависимые формы можно принять любые две из трех форм 04, 02, Фз, 
которые связаны линейным соотношением (ф + + $з = 0-

Пфаффовы формы, входящие в уравнения (1), хорошо связаны с 
конгруенцией. Так, уравнения ш;фц = 0, ы2 = 0, ы3 + ы3=0 
определяют, соответственно, фокальные полости (Aj), (А2), (А3). Урав­
нения оф = 0, «4 = 0, со? = 0 определяют три фокальных семейства кон­
груенции. Уравнение со? = 0 определяет на полости (А3) семейство 
линий, для которых ребро А4А4 служит касательной в точке А3; ана-
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логично, уравнение <4 = 0 (<>4 = 0) определяет на полости (Л2) (со­
ответственно, (Д3)) семейство линий, которых касается ребро тетра- 
едра А2А4(А3А4). Касательная к семейству линий <4 = 0 на полости 
(Лі) содержит точку А2 — А3, откуда вытекает простой способ по­
строения касательных плоскостей к фокальным полостям конгруен- 
ции.

3. Фокальные семейства конгруенции. Конгруенция ли­
ний С2 имеет 6 фокальных семейств, определяемых уравнением

«1 <02 <о3 (<о3 0^б2 4- <4 92 03 -р <4 03 6j) = 0.

Координаты фокусов линии С2 конгруенции, не являющихся вер­
шинами репера, определяются посредством

•^1-^2 __  Х2Х3 __  Х3Хг 
Оз ~ “оГ ~ ~оГ

с учетом уравнения
<о3 0! 02 -р <4 02 03 -|- <4 03 0Х =0.

4. Условие, что две смежные линии С2 конгруенции 
в пределе лежат на одной квадрике. Вообще, две смеж­
ные линии С2 конгруенции в пределе не лежат на одной квадрике. 
Необходимое и достаточное условие, чтобы они лежали на одной 
квадрике, состоит в том, чтобы рассматриваемое направление было 
фокальным и притом сдвоенным; аналитически это условие выразится 
в виде

[6x02] =0.

Соприкасающаяся линейная конгруенция

Поставим задачу изображения конгруенции линий С2 в проективном 
пространстве Р5. Этого достигнем путем построения соприкасающейся 
линейной конгруенции.

5. Соприкасающаяся линейчатая поверхность по за­
данному направлению конгруенции линии С2. Рассмот­
рим две произвольные смежные линии С2 конгуренции. Отнесем 
каждую из них_к своему реперу и установим между точками их 
М{х4,х2,х3, 0) и Х2, Х3, 0) взаимно-однозначное соответствие 
посредством соотношений

Ді = 4~ Дх, Х2 — х2 Д2, Х3 = х3 -р Д3,

где Д{ — пфаффовы формы, связанные условием:

(х2 + х3) Дх + (х3 + хх) Д2+ (хх + х2) Д3 = 0.

Соединяя соответственные точки М и М прямой, получим сопри­
касающуюся линейчатую поверхность вдоль направления, определяе­
мого двумя смежными линиями С2 (закон точечного соответствия 
определится ниже).

6. Соприкасающийся линейный комплекс конгруен­
ции С2 вдоль заданного направления ее. Потребуем, что­
бы образующие соприкасающейся линейчатой поверхности принадле­
жали линейному комплексу. Между параметрами aik линейного ком­
плекса, параметрами, определяющими соприкасающуюся линейчатую 
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поверхность, и величинами, относящимися к конгруенции С2 и выбран­
ному направлению ее, установится зависимость

(%! А., — х2Д1) {(a3« — хі 4- 2#34XiX2 4" (аі4 4” ^34) х%} 4*

+ ХІ (#23 W1 + #34 Ы1 ---- #42 Ы1 ) 4-^1 Х2 { • • • } 4" Х1 Х2 { • • • } + Xj Л2 {• • •} 4~

+ Х2 (—■ #13W2 4- #14Ы2 4“ #34Ыз) =

Отсюда следует, что по любому заданному линейному комплексу 
можно для любого направления конгруенции С2 построить соприка­
сающуюся линейчатую поверхность, принадлежащую этому линейному 
комплексу.

Обратное не имеет места.
7. Соприка с аю щаяся л инейная конг ру ен ци я. Потребуем 

теперь, чтобы соприкасающаяся линейчатая поверхность принадлежа­
ла линейной конгруенции.

Для определения параметров ath, bik линейных комплексов, пере­
сечение которых определяет соприкасающуюся линейную конгруен- 
цию, получим систему уравнений:

#23 (^34— ^42) ~ ^23 (#34— #4г)> U1)

#13 (^14 4- ^34) — ^13 (#14 + #34); (1г)

#12(^14 — ^42) — Ьц (#14 #42); (1 з)'

(#34^42) — wi {(#12 ^14) — (#12 ^34) 4- (#13 ^14) 4" (#13 ^12) 4- 2 (#23 fe34)}; (2i>

(#14 ^34) 62 = W2 {---- (#12 ^14) (^12 ^31) 4~

4“ 2 (#13 Ьц) ---- (#14 ^2з) 4- (#23 ^34)} ’> (2г)1

(#14 Ь42) ^З— «3 {2 (#12 ^11) — (#13 Ьц) 4“ (#13 642) + (#14 ^2з) 4- (#23 ^31)} ’> (2з)

«1 {ы2 614" (®1 ----°’з) 62} (#14^34) 4" о51 ы2 02 (#14 ^42) 4“

+ <й* (®J 02 +“2 61) (#34 ^42) = 0, (3>

где, например, (#34 bi2) = a3t bi2 — b3i ai2.
Как следствие уравнений (2i_3) получим уравнение

®з 02 (#i4Z>34) 4~®1 w2 63 (#14^42) ®2 ®3 61 (#34 ^12) = 0.

В общем случае, т. е. для произвольного направления конгруен­
ции, полученная система уравнений определяет в проективном про­
странстве Р5 линейчатую поверхность, каждая прямолинейная образую-, 
щая ее определяет пучок линейных комплексов #;ь (или, что то же, bik)^

Пересечение любых двух комплексов этого пучка определит ис­
комую соприкасающуюся линейную конгруенцию.

Полученный результат позволяет изучать конгруенцию линий С2 
посредством изображения ее в проективном пространстве Р5.

Томский государственный Поступило
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