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РЕЛЯТИВИСТСКОЕ УРАВНЕНИЕ ТРЕХ СВЯЗАННЫХ ТЕЛ

(Представлено академиком А. А. Лебедевым 7 VIII 1954)

Развитый за последнее время метод (х) нахождения функций рас­
пространения в квантовой электродинамике при помощи вариацион­
ных производных по источникам может быть применен для отыска­
ния гриниана трех тел, учитывающего вакуумные поправки в любых 
высших приближениях. Полученное этим способом уравнение движе­
ния для волновой функции является релятивистски ковариантным, 
и поэтому расходящиеся выражения могут быть в нем просто исклю­
чены путем перенормировки массы и заряда. Вопрос о релятивистски 
ковариантном уравнении трех тел обсуждался Вентцелем (2), который 
воспользовался способом суммирования по лестничным фейнмановским 
диаграммам, употребленным впервые Сальпетером и Бете(3). Полу­
ченное им приближенное уравнение движения отличается по струк­
туре от находимого ниже уравнения.

В качестве простейшего примера рассмотрено уравнение трех 
тел, взаимодействующих исключительно электромагнитным образом.

Функцию Грина трех электронов определим соотношением (см. (4))

G3 (%ix2x3xix^3) = -4s ^4^7 ГТ-7? <Ф (%1) Ф (*г) ф (*з)> ^23. (О
8т] (х{) 8т; (х2) Stj (х3)

ГДе Sj23 = ®i2®13®23j
е =[ 1’

1-1
.. _^Р(£5)Фо). ЩЧ(Фо>5Фо) ’ 1 '

Р — хронологическое произведение Дайсона; S — матрица рассеяния

S = Р ехр 4 5 ^х ~ ^х

L = 4 ф+ Яр. А и ф — ф'+ Яр. Ар. ф' + Jy.An +

+ у(ф+^ —Ф'+^) + у(^+ф —тЛФТ (4)

причем, используя предложение Швингера, мы ввели в лагранжиан L 
электронно-позитронные источники я; и я/ и электромагнитные источ­
ники Jy..

Воспользовавшись выражением для третьей вариационной про­
изводной

Г 8" 8' <8Z18A28Z3> =
= с^Хг^Хз «oAj 8А2 8А3 8 Zi 8 £28 £з> —

- <8^ ZL2 oLs 87'і 872> <8'7з> + 2 <8Л 8£2 8£3 <8"'4> <з7г>-
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— <8Aj 6А2 8А3 8 £j 8 Аз><8 А2> —<8Aj оА2 8А3 о А2 8 Liy Liy-\- 
4" 2 ^LT t>L3 oA3 $ Liy <8 As> /,^ _]_ 2 <8£2 8A2 8A3 о £3) (o £2) (° —
— <8AX oA2oA3 0 L i)> <8 L2 8 L3y — <8AX oA2 8A3 0 Liy <0 Li о Liy —

— <°Aj $Aa $Аз 0 ^ІУ <8 A] 8 Liy — <8A, 8A2 oL3y <8 Liy <8 Ai> <8 L3y 4- 
4~ <8£j oA2 %L3y <0 L2 8 L3y <8 Liy — i^Lt$A2 ^Liy <8 Liy <8 L3y <8 L О + 
4- ipL1 uL3 bL^y <8 Liy <8 L\ 8 Liy — i^L1 oL3 $A3> <0 Liy <o Ai> <8 L3y — 
— ^SAj8A2 8A3> <8 Liy <8 Liy <8 L3y — <$Ai 8£28£3> <8 Li 8 L28 Liy 4- 
4" <°Ai o£2 r‘^i) <$ Ai 0 Liy <6 L3y — “(SAj 8A2 (>L3y <8 Ai 8 Liy <0 L3y 4-

4- <o£i oA2 8£3> <8 Ai 0 Liy <8 Liy — <8£1 8£2 8£3> <0 Aj> <0 Liy <8 Liy 4- 
4-<8£x 8£2 8£3> <о£О<8£з8 Liy—• <8Aj 8£2 ^L3y <8£i)> <(b Liy <3 £3>], (5)

получим:
01231'2'3- = o3 (x^^Xt X2 x3) = — <ф (Хі^Хг) (x3) 'K(x’i)'?4 (x2)'j>+(x3)> e,

(6)
S = s1231’2'3' = S12 $13 $11' $12' $13' $23 $21' $22’ $23' $31' $32' $33’ $1’2' $1’3' $2’3’- (7)

Воспользовавшись далее значением вариационной производной

87 <Ф1 ф2 Фз) $123 = у {<Ф1 ф2 Фз ^'> — <Ф1 фз <рз> <^'Я 

и уравнением движения

(—Тар.^г + —тс2^ф(х) = — т;(х), (8)

используя обозначения (!), мы непосредственно получаем уравнение 
для гриниана (1)

Ар Tj — А- <А>)| + ?1^с2 4- Ар (zWiTi 01231'2'3'=

= Оц' О232'з' 4" ^12’ОгззЦ' 4- ^13'0231'2', (9)

где О121-2’ — двухчастичный гриниан двух электронов. Обозначив

еГі = 7р jc^i 7; (^Pi — А- <Л>)} + ^іШС2 + Тр^е2Й^71 і = 1,2, 3, (10)

подействуем на (9) оператором Получим
<2^1 С^з 01231’2'3' = 1123, (И)

где 1123 учитывает обменные эффекты в системе трех тождествен­
ных электронов:

1123 — °11' й22' $33’ $11' $23' $32' 4" ®12’ °23’ $31'

? ? 2* I ? ? $ 5ч S? S?
012' 021' °33' । °13' °21' °32' 013' О22' 031'. (12)

Мы будем различать операторы сГ;, содержащие вариационные 
производные, и операторы Л, содержащие операторы .массы:

Л = Гр |^171 (pi - ^(АіУ^ + ^МіС2, (13)

Mt = tn 4- Tp^iyiGi^, (14)
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- Zy = іе* п Tp hi Ті - Gi Гі^Н = іе^Тр у G, F^. (15)

Поскольку <^'1G11= Ffi^', можно уравнение (11) записать в виде 
F 3  ̂2  ̂1^1231'2'3' — 1123- (16)

Мы запишем (16), выделяя операторы взаимодействия

(F3F2F j — F J23 — F2Z13 — F3I12 — /123) Gi23i'2'3'= 1123, (17)
где

(— Fj/23 — F2l13 — F3Z12 — /123) 01231'213' =

— {F3 2 F2)Fi + 773F2 (e?' 1 — Fj) + 3 (сУ”2  Л2) (с^T — Fг)} G =

= F3S2F2F£ + F3F2S.Ffi + F^^S^G, (18)
причем

Si^ie^Tp^Gi^. (19)

Подействовав операторами Sj, S2 и SjS2 на обе части (17), можно 
найти символические выражения для операторов /12, Z13, Z23, /123:

/23 = — іеЧТГр 3s?) іе“1гТр ^гТгОг /23 —

- (іе^ Tp G3T9 ^212g2 z23 -
- (ie^ (20)

T13 = - ie^ Tp ~ ie^Tp ^G^ As -

- (ie^f Tp (№MGtTf ^G, ±1^ ; (21)

/12 = - ie^Tp - (ie^y Tp ^2І2О2^ Tp (MJ>) -

— (іе2ПУ Tp (PfaGJ.^) G2Tp (?2Т2О2Г2^) — ie^Tp Лг —

- (ie^y To ^G. Z12 - (ieW Tp (М2О2Г3^) G3Tp (₽lbG1 Z12 -

- Tp G3Tp (М2О2Г3^) Z12 -
— (Ze2A)2 Tp (pibGjIV) G2Tp (Р272С2Г3^) Z12 —
- Tp ^G. Tp ^2G2 Z12; (22)

7i23/(iW2= — Tp^2[2V3^G3Tp (^І!^) —

— (^гТгГ'з^’) G27'p (^jfjl г^) + Tp (^171Г3^?) Tp (^2Т2О2Г2<^) 4-

+ ^(РіУіГг^) Tp (?2І2О2Г3^) Tp (Рі^іО^з^) G37p (Р272Гз^) — 

— Tp Фп/пГз^) Ip (р27гО2Г2^) T'p (ііДіО^з^) G2Tp (^2^2^^)+

+ Tp (РгТгОгГз^) G3Tp (PffrOjl ^) /32 Тр^2^2О2Г3^) G3Tp Z12 4-

+ T'p (Р2720гГз(?) G37p(^1’[1Gir2t?)Z13 4* Tp(^272G2r3^,)G37'p(pi71Gir3^?)Z12 — 

- Tp (^ТзОзГз^) G3Tp ^G. Z123 - Tp G3Tp Z13 +

4 Tp (РПіОхГз^) G3Tp (^г72О2Г1(^) Z32 + Tp ф^ОД3^) G3Tp (?2ТгО2Г2^) Z13 4- 

“I- T'p (P1T1G1Г3^) G3T p (82Y2G2r3<^) Z12 T'p (^1"[1О1Гз<^) G3T о ^р2у2О2 Z123 —
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(ЕЛТі^ЛГг^) GoTp Лз 4~ (РіТі^і^г^) G2T р (^гОгГ^) /32 +

4" Тр (МАЗД ^ЛЛ> (іЛтгСЛГ^) Лз 4" Тр (PiTiG^c?) G27 р (^ТгОзГз^) І12 — 

^P(Mi^il2<^)G2Tp^2Y2G2^jJ/123 + Гр^Тх^ЛГ^) Тр (^2G2~^ /23 + 

+ Л87р (МА й/) Тр - Тр (?1Т1 Тр (^2g2 z23 +

+ ^9 (ЙіТ/ЛГг^) Тр ^2^2С2—Лз 4~ Тр (РгТз^гГг^) Т'р ^yiGj g^ /13 -|-

4" Лз^Р ^iTiGig^) Тр (РгТгбгГ^) — Тр Тр ^аТг g^ Лз +

4" Т’р ({Лт/ЛІ 3^) Тр ^гТгОа g^ Лг +^Р (?2Т2^2Г3^) Тр {^GiGЛг + 

4" Тр ^у/Л Тр (^2G2T3^) /23 —Tр ^т/Л g^ 7 р ^гТгО2 —j 1123 -|-

4" Teh {^Р (РзТз^гГ^) Лг 4- Тр (ЭгТгГг^) Лз 4~ Тр (^гТг^гГэ^) /13 —

Тр^гТг^Л Sgj^ Лгз — Тр ^2у2 щ) Лз ^Р (?iTi §ejj hz 4-

4- W^GJW^ Тр^АВДЛз 4- ЖМАГз^Лг —
Тр ^іТі^! Лгз} • (23)

Отметим основные свойства полученных операторов (23) взаимо­
действия Лз.Лз, Ль Лгз:

1. Из (20), (21) и (22) следует, что каждый из операторов Лг и 
Лз, Лз можно находить совершенно независимо последовательными 
итерациями вплоть до любого необходимого порядка ie2. Найдя эти 
операторы, мы сможем найти и оператор Д23. Таким образом показано, 
что последовательными итерациями все операторы взаимодействия 
Лг. Лз, Лз и Л23 могут быть найдены вплоть до любого желаемого 
порядка относительно ie2.

2. Подчеркнем отличие Лг, Лз и Лз от операторов взаимодействия 
двух частиц (Д, обязанных влиянию поляризации вакуума, создавае­
мого третьей частицей.

3. Трехчастичные силы, которые имеют место лишь при одно­
временном наличии трех частиц, обусловливаются не только указан­
ным влиянием поляризации вакуума, но и «исконными» трехчастич­
ными силами Д23. Наличие этого члена в уравнении для связанных 
состояний не было замечено Вентцелем. Первый неисчезающий член 
разложения /123 по ie2 имеет порядок (ie2)2.

Следует отметить также возможность возникновения чисто «затра­
вочного» члена трехчастичного взаимодействия Д23, не связанного с 
двухчастичными членами Д2, и т. д. Аналогичным образом можно вве­
сти трехчастичные члены в уравнения частиц, взаимодействующих 
через мезонное или гравитационное поле.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 21 VII1954
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