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СТРУКТУРЫ, ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ /(-ПРОСТРАНСТВАМ

(Представлено академиком. В. И. Смирновым 22 IX 1954)

/(-пространством, как известно (^, называется линейное множество 
X, в котором выделен класс положительных элементов х>0 так, 
что выполняются следующие пять аксиом Л. В. Канторовича:

I. х>0 исключает х = 0.
II. Если X

у—х
всякого х^Х существует такой элемент y^Q, что

IV. Если х>0ик>0 (X — вещественное число), то Хх>0.
V. Для всякого ограниченного сверху множества ЕсХ существу­

ет его верхняя грань supf. J
При этом отношение х^ у равносильно х— у^О-
Частично упорядоченное множество S эквивалентно /(-пространству 

д И Л изоморфны как частично упорядоченные множества 
(структурно изоморфны). В этом случае в S можно так определить 
™мбуИрпСКИе операции, что S окажется /(-пространством, изоморф­
ным X. Естественно возникает следующий вопрос: указать (в тер- 
тог? чгпобы ^™«?УР усло^ия необходимые и достаточные для 
К ^ое^пан^ Упорядоченное множество было изоморфно 
К пространству. Решение этой проблемы и составляет содержание настоящей заметки. <юллеі содержание

Нам понадобятся некоторые новые понятия.
ладающий структ№’ элемент 0, об-

1. Множества S+ = 1Х- х О х С ъ и о- _ f г ™ственно изоморфны (или антиизоморфны). -*<0, x€S} двои-
= -хИЕшхК то условимся писать х = -х* и х* =
х+>о’и х >0 Т° П°Л0ЖИМ V 0 и х_ = - (х А 0); очевидно,. 
х = f ? ??°Г° элемента х € S существует такой элемент х' € S, что- 

деть, что Легко ви-
сильно ? С^Й ~Х>~М х<У равно-

х' /\ х" = 0, существует

Если положить |x| = xV-x, то 1х|>
4. Каковы бы ни были элементы х' и х" 

такой элемент х€ S, что х+ = х' и х^х\ 

называть сим Me™ и^н ой"Ю В ВЫШе свойствами, будем
турных терминах, делено ^о«Гн7^ в СТРУ?- 
ствами. J жжение на —1» с обычными свои-

ра с наименьшим ^“^Р^Ушиеная структу-
ная сшруншура s, еимяешрш,-

тапачно с точностью до изо­
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морфизма, что S+ изоморфно Р. Если при этом Р — полная и не­
ограниченно дистрибутивная структура, mouS—полная неограни­
ченно дистрибутивная структура.

Элементы х и у симметричной структуры S называются дизъюнкт­
ными, если |х|Д|_у| = 0. Пусть/? с S; совокупность всех элементов 
5, дизъюнктных всем элементам Е (дизъюнктное дополнение Е), будем 
называть компонентой S.

Теорема 2. Множество всех компонент структуры, S представ­
ляет сооои полную булеву алгебру по включению.

Множество {Ла} компонент S — фундаментальное, если Ха 
попарно дизъюнктны и их объединение совпадает с S. Полную не­
ограниченно дистрибутивную симметричную структуру S назовем 
разложимой, если всякий элемент 0 (х € S) допускает пред­
ставление н

X = sup {ха} (Х« € Ла).

Такое представление единственно и ха есть «проекция» х в ком­
поненту Ла,

Ха = SUp {х'} = Prv X.
0<х’<х, х'ІХа

Укажем некоторые критерии «разложимости» структуры S.
Теорема 3. Для того чтобы полная неограниченно дистрибу­

тивная симметричная структура S была разложимой, необходимо 
и достаточно выполнение одного из нижеследующих условий:

а) Если х' Д х" = 0, х' \J х" = х их < у, то существуют такие 
элементы у и у , что у' /\ у" = 0, у' \/ у" = у и х' у', х" у";

б) если х^б и X— компонента S, то для элемента х' = РгхГ 
найдется элемент х", удовлетворяющий условиям: х' Д х" = 0 и 
х' Д х = х.

Элемент 1 разложимой структуры S называется ее «единицей», 
если для всякого х>0 х Д 1 >0.

Теорема 4. Всякая разложимая структура S разлагается в 
«■сумму» своих компонент с единицами.

Тем самым изучение произвольной разложимой структуры сводит­
ся к изучению разложимых структур с единицей.

Пусть S — разложимая структура с единицей. Множество EcS 
называем отделяющим, если, каковы бы ни были элементы х, у € S, 
х=ру, найдется такая компонента Лс5и такой элемент гбЕ, что 
выполняется одно из следующих соотношений:

PrxX<PrxZ<PrxJZ или Ргхх > РгЛг > Ргху.

Теперь мы можем сформулировать основную теорему о характери­
зации /(-пространств с единицей.

Теорема 5. Для того чтобы структура S была эквивалентна 
К-прос транс шву с единицей, необходимо и достаточно, чтобы она 
была разложимой, с единицей, содержала отделяющее множество 
Е = {1х} — любое вещественное число), изоморфное множеству всех 
вещественных чисел упорядоченных по возрастанию, причем элемен­
ты 1Х удовлетворяют условиям:

а) 1-х = — 1Х;
б) при X > 0 1Х — единица S; при X = 0 1Х = 0;
в) проекции элементов 1х во всякую ненулевую компоненту S 

строго возрастают с увеличением X и образуют неограниченное 
{сверху и снизу) множество;
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г) если {Ху} — фундаментальная система компонент S и мно­
жество {Ргх 1Хя} ограничено в S, то и множество {РгХяІ2Хя} также 
ограничено в S.

Теорема 5 позволяет без труда охарактеризовать (в терминах теории 
структур) произвольное /^-пространство, различные частные его виды 
(например расширенное, ограниченных элементов и т. д.), а также> 
и полуупорядоченные группы (полные структурно упорядоченные 
группы). Тем самым теория полуупорядоченных групп и пространств 
в известном смысле включается в общую теорию структур.

Всесоюзная 
высшая финансовая школа
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