
Доклады Академии НаукСССР 
1954. Том XCVII, № 6

МАТЕМАТИКА

М. А. НАЙМАРК

О НЕПРИВОДИМЫХ ЛИНЕЙНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ СОБСТВЕННОЙ 
ГРУППЫ ЛОРЕНЦА
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1. Общие понятия и постановка задачи. Пусть® — про­
извольная локально бикомпактная группа. Как известно, линейным 
представлением группы @ в комплексном пространстве Банаха 
У? называется всякое отображение g-T g, обладающее следующими 
свойствами: 1) Tg есть ограниченный линейный оператор в R при лю­
бом g € ®; 2) Те= 1, где е— единичный элемент в @, а 1 — единич­
ный оператор в /?;3) Tglga = Tglga для любых g-^gz б ®; 4) f(Tgty есть 
непрерывная функция от g для любого S б R и любого линейного функ- 
ционала/ЕА? (R— пространство, сопряженное с R).

*

* Это понятие принадлежит Годеману (3).

В дальнейшем мы будем рассматривать линейные представления 
только в рефлективных (регулярных) пространствах, не оговаривая 
этого особо.

Два линейных представления g-^ Tg a gTg в пространствах R 
и R" мы будем называть эквивалентными, если существует 
замкнутый линейный оператор А с областью определения cz R' и 
изменения Дд cR", обладающий следующими свойствами: 1) и Дд 
плотны в R' и R", соответственно; 2) если SE2>a и 5=^0, то Ж=^0; 
3) если £ € ®д, то при любом gE@ также Г??Е®д и ATgl = TgAi.

Таким образом, пространства R' и R" двух эквивалентных пред­
ставлений могут и не быть изометричными, что сразу уничтожает 
необозримость в описании представлений, возникающую от слишком 
тонкого различия пространств. Это обстоятельство нам представляется 
преимуществом данного определения эквивалентности, отвечающим 
существу вопроса, ибо с точки зрения теории представлений важна 
не норма, а формула, определяющая представление.

Отметим, что для конечномерных представлений это определение 
эквивалентности тривиальным образом совпадает с обычным опреде­
лением и что два эквивалентных унитарных представления унитарно 
эквивалентны.

Множество линейных ограниченных операторов в R называется 
вполне неприводимым*,  если всякий линейный ограниченный 
оператор в R есть слабый предел некоторой последовательности опе­
раторов этого множества.

Пусть L (®) — совокупность всех непрерывных функций х (g) на ®, 
равных нулю вне компактного множества (своего для каждой функ­
ции), a dg — дифференциал инвариантной меры в @. Представление 
g—>Tg называется вполне неприводимым, если операторы

Тх = $ х (g) Tgdg,

где х (g) пробегает L (@), образуют вполне неприводимое множество.
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В случае конечномерного или унитарного представления вполне 
неприводимость и неприводимость означают одно и то же.

В связи с этими определениями естественно поставить следующую 
общую задачу:

Для данной группы @ определить все с точностью до эквива­
лентности вполне неприводимые представления этой группы.

В настоящей заметке мы приводим решение этой задачи для соб­
ственной группы Лоренца*.  Метод решения является дальнейшим 
развитием метода, примененного ранее автором в (4) для описания всех 
унитарных представлений комплексных классических групп. Отметим, 
что при надлежащем обобщении этот метод может быть применен 
для описания всех вполне неприводимых представлений полупростых 
групп Ли.

* Описание всех неприводимых унитарных представлений группы Лоренжа 
было дано в работе И. М. Гельфанда и автора (1,2).

Вместо собственной группы Лоренца нам удобно будет рассматри­
вать локально ей изоморфную группу 91 комплексных матриц а = || агд||, 
i, k — \, 2, второго порядка с определителем, равным единице. Опре­
делив все вполне неприводимые представления группы 91, мы опре­
делим все однозначные и двузначные вполне неприводимые представ­
ления собственной группы Лоренца.

2. Полная серия вполне неприводимых бесконечно­
мерных представлений группы 91. Обозначим через И сово­
купность всех унитарных матриц и б 91; тогда И — компактная под­
группа группы ад. Обозначим далее через Г совокупность всех диаго­
нальных матриц

е~** О
О Im ф = О,

а через L™(11) — совокупность всех измеримых функций /(и), удов­
летворяющих условиям:

f^u) = eim9f(u), \\f(u)\2du<w, (1)

при этом du обозначает дифференциал инвариантной меры в И. Оче­
видно, Li (11) — гильбертово пространство.

Определим в L™ (11) оператор Та, полагая

Taf(u) = ^-f(ua), 
а (иа) 

где
<ф) = |а22

(2)

(3)

т — целое, р — комплексное число; наконец, иа обозначает унитарную 
матрицу и', определенную условием ua — ku', где k — матрица вида

А 1 (11 
о х| (4)

I. При любом а €91 оператор Та ограничен и соответствие а-^Та 
есть линейное представление группы 91.

Обозначим через Sm, ₽ это представление.
II. При р2 — (| т | + 2и)2, «=1,2,..., представление Sm, р вполне 

неприводимо.
Совокупность всех представлений Sm, р при р2 — (| т | + 2«)2, 

« = 1,2...., мы будем называть полной серией бесконечномер­
ных представлений группы 91.
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III. Представления Sm, „ и S_m. -₽ полной, серии эквивалентны,-, 
представления Sm„ Р1, Sm„ р, при (т1У Рі)=тНт2> Р2) а (ті> Рі)¥=(~ ^2> 
— р2) неэквивалентны.

Полную серию можно также реализовать следующим образом. Пусть 
о = Imp>0 и р = (2п + 4)(а + 2)-1, где п — целое число, определяе­
мое условиями 2п-<а<2га + 2. Обозначим через Rp совокупность 
всех измеримых функций/(г) комплексного переменного z = х + iy, 
удовлетворяющих условию

5 ( 2И2*) \f(z)\pdxdy<Zoo-, —ОО —СО 1 /
(5)

очевидно, Rp — рефлективное пространство Банаха. Определим в Rp 
оператор Та по формуле

Taf{z) = | a12z + агг ^z + а22)7 ;
\ “12* -f- “22/ (б)

оператор Та ограничен и, соответствие а—>Та есть представление 
группы 51. При р2 =/= — (| m | + 2га)2, га = 1, 2,..., это представление 
вполне неприводимо и эквивалентно представлению Sm, Р полной серии.

3. Спинорные представления группы 21. Для полноты 
приведем также хорошо известные спинорные представления группы 21. 
Пусть R^ — совокупность всех многочленов р (z, z) от z и z степени 

относительно z и степени относительно z\ R^— конечномер­
ное пространство размерности (р + 1) (^ + 1). Формула

Тар (z, z) = (altz + a22)“ (a12z + a^p(+ (7)
\«i2Z + a32 a12z + а22/

определяет линейный оператор Та, и соответствие а -» Та есть непри­
водимое, следовательно, вполне неприводимое представление группы 21. 
Это представление называется ее спинорным представлением. Спинор­
ное представление в Rm обозначим через D^.

4. Основной результат. Всякое вполне неприводимое линей­
ное представление группы 21 эквивалентно одному из представле­
ний полной серии или одному из спинорных представлений.

5. Идея доказательства. Пусть Dk — спинорное представле­
ние группы 11 веса k; f_k, ..., fh—базис из весовых векторов 
этого представления; с^ (и) — матричный элемент оператора представ­
ления Dk в этом базисе.

Пусть, далее, Х~ совокупность всех бесконечно дифференцируе­
мых функций х(а), равных нулю вне компактного множества (своего 
для каждой функции); X образует кольцо, если в нем определить 
операции сложения и умножения на число обычным образом, а опе­
рацию умножения — как свертывание

xTxSa} = \\ Ц) %, (а-'а) day (8)

Обозначим через Х} совокупность всех функций х(а\ из X, удов­
летворяющих условию

V2k + 1 \^^)x{ti~1a)du==V2kT\\cjj{u)x(.aiT)du = x{a}. (9)

IV. Xj есть коммутативное подкольцо кольца X.
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Пусть а—>Та^ представления группы 21 в пространстве R. Обо­
значим через совокупность всех векторов 5 из R, удовлетворяю­
щих условию

/2А + 1 J с*ДЙ) TJt du = В. (10}

V. есть подпространство в R, инвариантное относительно 
всех операторов Тх = \х (a) Tada, х € X1), и линейные комбинации век­
торов <6^, отвечающих всевозможным k и j, образуют множе­
ство, плотное в R.

VI. Если представление а->Та вполне неприводимо и Э?у^(О), 
то операторы Тх, х^Х^, рассматриваемые как операторы в SWJ, 
образуют вполне неприводимое множество.

В силу IV эти операторы образуют, кроме того, коммутативное 
множество, что возможно лишь тогда, когда одномерно, а опера­
торы Тх, x^Xj, в суть операторы умножения на число:

_____  ТхЧ = ).(х^ при x£Xkj. (11)

Х(х) есть линейный мультипликативный функционал в Xkj:

X (с^ + с2х2) = сД. (хД + с2Х (х2), X (xj х2) = X (лД X (лг).

VII. Два вполне неприводимых представления а->Та, а-^Та 
группы 21, для которых ^jh (0), =Е (0) при фиксированных k, 
j, эквивалентны тогда и только тогда, когда соответствующие 
функц юналы Х(х) {отвечающие данным k и j) совпадают.

Оказывается, что всякий линейный мультипликативный функционал 
Х(л) в кольце V) совпадает с функционалом Х(х), отвечающим пред­
ставлению полной серии или спинорному представлению, чем и за­
вершается доказательство основной теоремы п. 4.

Поступило
13 V 1954
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