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МАТЕМАТИКА

Н. Я. ЛЯЩЕНКО

ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ РАЗДЕЛЕНИЯ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. Н. Боголюбовым 29 V 1954)

Пусть дана система дифференциальных уравнений

= A, (t) (t) zx+ Z12 (t) z2,
, (1) 
§ = A2 (t) z2+ A21 (t) Z1+ L22 (0 z2,

где 2\—г-мерный, z2—(и — г)-мерный векторы, а Аг (t), A2(t), 
(i, j — 1, 2) — матрицы соответствующих порядков, определенные как 
функции переменного t на всей вещественной оси.

Предположим, что корни характеристического уравнения

Det||рЕ-Ah(/)|| = 0, £ = 1,2, (2)
таковы, что

Rejpi(0<Ti<T2<ReJ9;(0> (21)
i = 1, 2,..., г; J = r+1, г + 2,..., п,

где ft, —некоторые постоянные.
Кроме того предполагается, что А(0 и Д2(0 удовлетворяют усло­

виям теоремы 2 (х) с 7 = 71.
Обозначим через К- и К+ значение постоянной К из упомянутой 

теоремы с данным 7.
При выполнении этих условий имеет место следующая теорема:
Теорема. Если матрицы = 2) непрерывны и для

всех вещественных t удовлетворяют условию
(3)

то всегда можно указать такие ограниченные и непрерывные матри­
цы B^t) и B2(t), что замена переменных

z1(t) = -у B2(t)ti2(t), 
z2 (t) = В, (t) ъ (t) + (t)

разделяет систему (1) на две независимые системы r-го и (п г)-го 
порядков-.

(0 (0 Вх ft)

— А2 (f) у2 + Z2i (/) В-2, (t) % “Г Т22 (t) т;2.

Доказательство. Ясно, прежде всего, что тривиальной заме­
ной переменных можно придти к случаю, когда корни характеристи- 
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ческого уравнения (2) удовлетворяют условию

Еерг(<Х-т; Rep>(0>7; т = 1Ч^';
t = l, 2,..., г; j = г + 1, г + 2,..И-

Очевидно, далее, что теорема будет доказана, коль скоро мы уста­
новим существование такой матрицы B^t), что выражения

(О = (0. (6)

удовлетворяют системе (1).
В самом деле, взяв тогда вместо Аг (/) матрицу А (0 и изменив 

направление роста t на обратное, мы установим существование такой 
матрицы В2($, что выражения

Zz (0 = ^2 (0
также удовлетворяют системе (1).

В силу линейности исходной системы ей будет удовлетворять и 
сумма (4).

Подставляя (6) в систему (1), для определения матрицы Вх(/) полу­
чаем дифференциальное уравнение

= AtBt — BtAt 4- L22BX— — B1L12B1A~L2l (7)
i

или соответствующее ему интегральное уравнение

В^ = - [U2(t, ^{L^B^-B^L^)-

, ^B^LMB^ + ЦЛ^^ (8)

где U2(t, -rj, U^it, t) — матрицы, являющиеся решениями уравнений

= д, W U, (/, ,); U^t, т) |(- = £„

= - U? V, ,) А, И; U? (Л ’) I- = Е.

и, как таковые, удовлетворяющие оценке теоремы 2 (1).
Уравнение (8) решаем методом последовательных приближений, 

•полагая
ОО

B{̂ (t)^0. (9)

Если выполняется условие

/Z г Q
Y Л+Л- (1 + Q)'

где Q — некоторая постоянная, то

I Q (П = 1, 2,...).
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Поскольку члены ряда

(Ю)

мажорируются, соответственно, членами геометрической прогрессии

22п-1ря,

сходящейся, если Q^1^, что выполняется в силу (3), то (10), а сле­
довательно, и B^(t) при п—>оо равномерно стремятся к непрерывной 
и ограниченной матрице Вг (/).

Переходя к пределу в (9) при п->оо, видим, что матрица B^t) 
удовлетворяет интегральному уравнению (8). Дифференцируя послед­
нее по t, убеждаемся, что удовлетворяет уравнению (7), и тео­
рема доказана.

Применяя эту теорему к системам дифференциальных уравнений 
с медленно меняющимися коэффициентами, рассматривавшихся С. Ф. Фе- 
щенко (2), можно уточнить его теорему 1, установив возможность точ­
ного, а не приближенного разделения системы при условиях (21), нала­
гаемых на корни соответствующего характеристического уравнения.

В заключение автор пользуется случаем выразить искреннюю благо­
дарность акад. Н. Н. Боголюбову за руководство работой.

Поступило
25 V 1954
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