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Пусть Q— плоская область поперечного сечения стержня, огра­
ниченная односвязным, трижды непрерывно дифференцируемым кон­
туром Г.

Рассмотрим дифференциальное уравнение упруго-пластического 
кручения (J)

W - £ [/(Пг] + £ [ж%у] + “=о, ф 

(ди \2 (ди ,2 где = и ы — постоянное число.
Положим, что заданная функция f(T£ представима в виде

№)=/о + <?(Т2),

где /0 — постоянное положительное число.
Относительно функций ®(/) сделаем следующие предположения:
1) не убывает, трижды непрерывно дифференцируема и при 

/>-0 выполняется неравенство

(2) 
где b > 0 и г > 0;

2) на бесконечности ведет себя как полином.
При этих условиях уравнение (1) будет уравнением эллиптического 

типа. Действительно, (1) можно записать в виде

А(ди_ диДд^и е>к(ди ди \ д2и ,
\дх ’ ду / дх2 ■ ’ ду ) дх ду

где
Л==2/'Ш+/’ 5 = 2/^, с=2/'(^У + /.

\°х 1 J Ох оу ' J \ду / J
Отсюда

АС-^ = 2//'^+/2> Д>0.

Поставим следующую задачу. Найти в области И обобщенное 
решение (2) уравнения (1), удовлетворяющее граничному условию

«|г = 0. (3)357



Запишем задачу (1) — (3) в виде функционального уравнения
Р(«) = 0, (4)

порожденного эллиптическим дифференциальным уравнением (1). 
В качестве пространства определения оператора возьмем множество 
функций пространства С. Л- Соболева (/?>2) (3), обращаю­
щихся в нуль на контуре Г. Пространством значений оператора будет 
тогда LP.

Рассмотрим сначала вспомогательное уравнение

РД«) = 0, (5)
порожденное оператором

р> w - ~ [ел Ш й]+[Ф+&]+*
где X— численный параметр.

При X = 0 уравнение (5) эквивалентно линейной задаче Дирихле

/0Дц -j- ы = 0, и |г = 0, (6)

а при Х = 1 —исходной краевой задаче.
Докажем, что при достаточно малом X задача (5) имеет обобщен­

ное решение. Для этого воспользуемся условиями сходимости метода 
Ньютона, полученными Л. В. Канторовичем (4).

В качестве начального приближения «0 возьмем функцию, удов­
летворяющую равенствам (6). Тогда невязку уравнения (о) можно бу­
дет оценить по норме следующим образом:

1|Рл(«0)|^<1МС,
где С — постоянная, не зависящая от X.

Первый дифференциал Фреше оператора (5) имеет обратный огра­
ниченный оператор по теореме из работы (2), а второй дифференциал 
будет ограничен в любой конечной сфере пространства (р > 2). 
Отсюда и из малости X следует высказанное предложение.

Рассмотрим теперь оператор Р(м, X), переводящий пространство 
X типа В в пространство Y типа В и зависящий от численного пара­
метра X (О <Х 1).

Лемма. Пусть уравнение

P(u,k) = Q (7)

имеет решение при X = О и пусть кроме этого выполняются сле­
дующие условия:

1) при всех X (О^Х-^1) возможные решения уравнения (7) и^ 
ограничены цо норме

||«х||х<С, (*)

где С не зависит от X;
2) в сфере (*) второй дифференциал Фреше и оператор, обрат­

ный первому дифференциалу Фреше, ограничены по норме постоян­
ными, не зависящими от ).:

IIР" ||<^ ІКР'ГЧКВ;358



3) при любых Хх, Х2€ [0,1 ] и и, лежащих в сфере (*), выполняется 
неравенство

IIР (и, К) ~ Р(и, Х2) ||r < М | Хх - Х21,
где М не зависит от Хп Х2.

Тогда уравнение (7) имеет решение при Х= 1.
Доказательство. Допустим, мы доказали, что при X = Хо наше 

уравнение имеет решение «0- Докажем, что оно будет иметь решение 
и при X = Хо + s, где е— конечное число, не зависящее от Хо.

Действительно, невязка уравнения при X = Хо 4- е и и = и0 оцени­
вается так:

|| Р (и0, Хо + е) ||у = || Р (и0, Хо) — Р (м0, Хо + е) || у < М | е |.

Отсюда и из цитированной теоремы Л. В. Канторовича (4) вытекает, 
что при

I е|^__ *_ _
1 1 2МКВ

решение существует и при X = Хо 4- е € [0,1].
Остается заметить, что поскольку постоянные М,К и В не зависят 

от Хо, то, начав с точки X = 0, мы при помощи конечного числа 
шагов достигнем точки Х=1.

Проверив выполнимость условий леммы для уравнения (5), мы и 
докажем существование решения задачи (1)—(3). Условия 2 и 3 лем­
мы проверить нетрудно. Для проверки условия 1 леммы покажем 
прежде всего, что модуль функции и, удовлетворяющей равенству 
(5), может быть априорно оценен независимо от X. На основании 
вышесказанного достаточно получить оценку для X, большего неко­
торого достаточно малого числа Хо. Фиксируем это Хо и будем счи­
тать, что Х^Х0.

Умножим обе части дифференциального уравнения равенства 
{5) на и и проинтегрируем по частям. Используя граничное условие (3), 
.получим равенство

55 [/о + (Т'2)] [(“У + db = «55иd^l (X>Хо). 
о о

Отсюда и из неравенства (2) вытекает, что

5 5 К» + ШГ < V 1 °1«“ Не <г > 0). 
О

Пользуясь теоремой вложения С. Л. Соболева (3), находим, что

II <<'+!)< ЛММІС,
или

||«|1с<^2,

где Nl и ^2 зависят исключительно от данных задачи.
Применив теперь известную теорему С. Н. Бернштейна (5) или 

результаты Лерэя и Шаулера (6), мы получим априорные оценки для 
производных первых двух порядков, что и дает нам неравенство (*)•

Замечание. Использованный при доказательстве метод Ньютона 
.дает при фактическом вычислении более быструю сходимость, чем 
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обычный метод последовательных приближений. В этом можно убе­
диться на примере стержня круглого сечения, для которого урав­
нение кручения в полярных координатах имеет вид

1 rf Г г / du\ du 3 
г dr \J \ dr ) Г dr J + <o = 0.

Проинтегрировав его один раз, 
du I dr вещественное уравнение

мы получим для определения

г( du \ du 
'\dr )~dr

ar
Т'

Применение же метода Ньютона к вещественному уравнению, как 
широко известно, дает весьма быструю сходимость.Ленинградский текстильный институт Поступилоим. С. М. Кирова 29 VI 1954
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