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1°. Рассматривается задача Коши в полупространстве /^0 для 
общего, линейного и нелинейного, уравнения теплопроводности

L(u) = d£-D^ — Ad£-Bu-Q = Q. 
' ' dt дх2 дх

Настоящая заметка базируется на общих понятиях и теоремах, 
изложенных в нашей статье (1). В целях краткости изложение ведется 
для одного пространственного переменного, так как из текста будет 
следовать очевидность перехода к многим переменным.

2°. Все коэффициенты оператора L(u) будем предполагать ограни­
ченными и равномерно непрерывными в полосе
— ОО < X < + ОО,

]Л,<«» |В|<&, |Q|<^, (1)
где d, a, b, q— константы. Регулярным в полосе решением
задачи Коши будем называть решение, ограниченное и равномерно 
непрерывное вместе со всеми производными, входящими в уравнение.

Разностную схему определим так:
ди ~ ц^+1~ы^ +
dt At ’ дх2 Ах2 ’

й--------Дх----при Ат>0; -------- при Ат<0.

Для регулярного решения оператор Лд(и) аппроксимирует Р) опе­
ратор L(a.) с весом 7И(л)= 1.

Очевидно (для определенности полагаем А > 0),
«Г' - (1 - 201 + В" Д/) + и А., ++ («^+л1^)Е;„ + <адо (2)

Соотношение между шагами выберем так, что
0<1<^<Я- (3)

Основная оценка. Если, Д/ настолько мало, что 2d-^ +
At Ах- 1

+ ад“.<1> 11 на слое по~& |«ml<Af0, то на слое K = ^-t, t>t0

I tim | < Мйеьи-‘>) + 3L eb(t-t.) о);
п ’ (4)

]um\<M0 + q(t-t0) (b = 0).
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3°. В линейном случае из (4) следует устойчивость схемы (х) =
= Я42(х) = 1] .откуда следует (*):

Теорема единственности и сходимости. Пусть в полосе 
О t Т коэффициенты линейного уравнения теплопроводности 
ограничены, и равномерно непрерывны и начальная функція <р(х) и 
ее первая и вторая производные ограничены и равномерно непрерывны. 
Тогда задача Коши имеет не более одного регулярного решения и, 
если такое решение существует, то решение разностного уравне­
ния (2) при стремлении шагов сетки к нулю равномерно во всей 
полосе стремится к этому решению.

Для доказательства существования решения рассмотрим разност-
п ит+1 ит п Tm + t хт п °т+1 ° тные уравнения для тт = , ат =------— , рт = —,

рЛ _ рЛ
г” Эти разностные отношения удовлетворяют уравнениям

4+1 = (1 - 2а” - Да" - Ат Вт Д/) + а" 4-! +

। („п I л | дп At , * дп ДМ _л ■ / п , AQm\ . , 
+ ^«/л "Г Д«т + Ат д^ + ~ + "дДJ

4+1 = (1 - 2а" - 2 Да" -Апт^ + Впт At) аПт + ат + 

+ (“m + 2Да," 4 Д2а" 4- + 2АА ", +

Дх + Дх2 'т+2 + Дх2 Ms 4“ дуг ) At, (6)

р«+ — J 2ат ЗДат — Ат + BmAt) рт 4- атРт~1 + 

+ ^ат + 3Дат + ЗД ат -|- Ат д^. 4- 3Дpm+i 4“

ДЗЛ" „ , 9д2^.л
Дх3 ■т+3 + d Дх2 Тт+2

А3В" „ I_____ т „п I 
* Дх3 I-

Д3Р™1 v т
Дх3-] △Л (7)

где для краткости введены обозначения: а" = Д// Дх2, ДД^ =
= Fnm^-Fnm, Д2П = Д(ДГ"), Д3Л" =Д(Д2^").

Пусть коэффициенты А, В, Q и начальная функция удовлетворяют 
условию Липшица с ограниченными константами

\ААпт\<ат Ах, I АВпт | С Ах, | AQm | Дх, | Д© (х) | < р.(1) Дх; (8)

тогда, применив оценку (4) к т", получим

\ b + а^> J ’ 

где и — верхняя грань |«™|.
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АналогичноI I < (V2) + +
V ------) e(b+2a^+d( ’))/; (10)

I Pi I <(F» + За») т + X». 4- , ,„ ,„
b + 3«O) _|_ 3^(2) J C^+sA )+3i/( ))/.

Здесь т и о верхние грани It” I ы । n ।и начальная фунКЦия удовлетворит УРаВНеНИЯ

|А Dm\^d( W, \КАпт\<а{1^ \AlBnm\<;b(i)Axl, 

\&Qrn\<q() Ах', I i = 2,3. (12)

При условии (12) с / = 2 А ограничено, и в силу равенства =

— Атхт 4- впт ипт + Qnm ограничено и отношение Um ^Um,
поэтому к функции ипт применима теорема Арцеля и существует 
обобщенное решение уравнения. Если имеют место условия (12У с 
i = 3, то ограничено р", и в силу равенства —+ ~т,я = Dm р^ +

AAn m n' t'M m m 1 Дх Хт+11 \ m 1 Дх
-«+1

" m m

^Qm\
ит+\ + дЕ / огРаничено

\t ’ т’ e’ можно применить теорему Арцеля к т^, и, значит, 
существует обобщенное решение уравнения с первой производной 
по х. Аналогично доказывается существование регулярного решения.

Теорема существования. Пусть в полосе коэф­
фициенты линейного уравнения теплопроводности ограничены и 
равномерно непрерывны. Если все коэффициенты и начальная функ­
ция имеют ограниченные производные по х первых трех порядков 
и третья производная удовлетворяет условию Липшица с ограни­
ченной константой, то задача Коши имеет в полосе 0 Е Т 
единственное регулярное решение.

При условиях гладкости на единицу меньшего порядка суще­
ствует обобщенное решение с непрерывной производной по х; при 
условиях гладкости на две единицы меньшего порядка существует 
обобщенное решение.

Известным способом С. Н. Бернштейна можно показать, что для 
начальной функции достаточно требование непрерывности.

4°. Нелинейный случай: коэффициенты уравнения зависят от и. 
В этом случае непосредственно из оценки (4) следует лишь ограни­
ченность Um, но не устойчивость. Пусть Um и Um — два решения раз­
ностного уравнения (2) (соответственно будем обозначать все величины, 
зависящие от и и и). Разность о = и — и удовлетворяет тому же 
разностному уравнению, но с измененным свободным членом

(13)

Пусть коэффициенты удовлетворяют условию Липшица по х и и: 

] ED 1<^(1)Дх + dm | Ди |, |ДА|<а(1)Дх + а(1)|Д«|, 
| ЕВ | < Ьт Дл 4- bw | Д«|, I AQ I <V' Дл + Ди 1>
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где d, a, b, q — константы. Из оценки (4) следует, что если при
(2) (1) ‘

4 | Um | 80, ТО

| — «т I < s0 exp [(& + a(1)V-|-&(1)« + qm) (t — Д)] ,

t = nM>to, (15)
(1) (1) I Id) I Id) Iгде и, t, а означают верхние границы величин |«" |, | т" |, | а" | На 

полосе 0<Z<T, если) таковые существуют. Итак, доказательство 
устойчивости решения Um сводится к доказательству ограниченно­
сти ИТ т.

Введем обозначения а = b^u, $ = b + aw + b^'u + ^(1), 
3 + V^32 — 4а

г 1,2 =---------------2-------------- • Можно показать, что в полосе О t Д Ткр, где

Тх кр = min ГТ, In Г1 + Y ], (16)
L И — /г r2+Y I1 17 J ' 7

имеет место неравенство

I _П | 1_________________ >2_ДХД12_
ji±W1L ' (17)
r2 + Y f*(1)

Для Ой имеют место формулы (16) и (17), но с другими а, р, у. 
Для от: а = 2&”'і 4 2ft*’t а~ ’ Т2й12т_^ й22т$ 4~ Ь^иА-^ЬцШ Д-Ь^^и + 
+ + 2ў12т + ^гг^2’ ? = & + 2а(1\ 4- 2й(1) + d^ + 2Д2т + d^ + й*2^4-
+ b{~}u + q^; у = d^. При этом предполагается, что все коэффициенты 
удовлетворяют неравенствам вида | Д2/) | < d(2) Дл2 + 2d12|Дл| • | Ди | + 
+ d221 Д« |2 + d^ | Д2« |. Для рХ и С” Тир = min (Д кр, Токр).

Теорема сходимости, единственности и существо­
вания. Пусть в полосе 0 < £ < Д где 0 < + <х>, все коэффициен­
ты нелинейного уравнения имеют ограниченные частные производ­
ные по х и и первых трех порядков и производные третьего порядка 
удовлетворяют по х и и условиям Липшица с ограниченными кон­
стантами. Пусть начальная функция имеет три первых ограни­
ченных производных и третья производная удовлетворяет условию 
Липшица с ограниченной константой. При этих условиях задача 
Коши имеет единственное регулярное решение в полосе О <; Д р 
и решение разностного уравнения при Дл-^0 равномерно стремится 
к этому решению.

Примечание 1. Если коэффициенты D и А не зависят от и, то 
решение существует во всей полосе 0^/^Д а при Т = + оо во 
всей полуплоскости /^>0.

Примечание 2. При понижении на единицу условий гладкости 
получим обобщенное решение с первой производной, а при пониже­
нии на две единицы — просто обобщенное решение.

Изложенный метод применим также к решению краевых задач для 
уравнения теплопроводности.
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