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§ 1. Рассмотрим особые уравнения типа свертки
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^2(х —d( = g(x), — эо<л<0.
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В классе решений, исчезающих на бесконечности, эти уравнения 
изучены в работах (V). Предполагая ядра k^x) и k2(x) уравнений 
такими, что

kj (х) е~ух € L (—оо, оо), aj^y<^bj, j=l,2,

будем искать решения уравнений в более широких классах функций.
Аппаратом изучения особых уравнений является преобразование 

Фурье. Будем обозначать большими буквами преобразования функций, 
обозначенных соответственными малыми буквами. Значками + или — 
(внизу) будут обозначены функции со свойствами: /+(л) = 0 при %<0; 
/_(%) = 0 при х>0; их преобразования обозначаем F+ и F~. Основным 
для исследования является следующее свойство преобразования Фурье 
для комплексного аргумента z: если

k (х) е~ух £ L , оо) или А2(—оо, оо), 

то преобразование K(z) будет аналитической в полосе a<Amz<^b 
функцией.

Применение преобразования Фурье к уравнениям (1) и (2) приводит 
их к краевым задачам теории аналитических функций. В зависимости 
от расположения полос и полуплоскостей аналитичности преобразо­
ванных функций, которое характеризуется величиной постоянных 

«г, Ьи Ь2, будут получены различные краевые задачи.
Для уравнения (1) имеют место два случая:
I. bi^-az-
II. b1<^a2.
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Три существенно различных случая будем иметь для уравнения (2): 
III. Ьг<^а2.
IV. /?2)>інах(а1, а2\
V. b2<^a1.

Случай Ьг~а2 для уравнения (1) и min (дп 62) = max (an я2) для 
уравнения (2) приводятся умножением на е~Хх к уравнениям, рассмот­
ренным в работах (\2).

§ 2. Случай I. Решение /=/+—f- ищем в классе

А (х) е~Ух € L2 (— оо, оо), у by /_ (х) е~Ух € А2 (— ОО, оо), У (72-

Тому же классу может принадлежать g=g+— g_:

g+(x)e~yx € А2(— оо, оо), y^by g^(x)e~yx^ L2(— ОО, °°), У А (72.

Преобразование уравнения (1) дает эквивалентные этому уравнению 
условия

[1 + ^(e)]F+(e)-G+^ = ^(S), +
[1 + ft)] ^) - G-^) = Q ^ = x + ia2.

Здесь введена неизвестная функция Q, аналитическая в полосе 
tz2<Imz<&1. F+(z) и F~(z) аналитичны, соответственно, в полу­
плоскостях Imz>^i и Imz<(z2 и исчезают на бесконечности.

Итак, (3) есть краевое условие задачи Римана для сложного кон­
тура, состоящего из прямых Imz = /?i и Imz = a2. При дополнитель­
ных ограничениях (например, условие Гельдера) задача (3) решена 
в замкнутом виде (см., например, (3)).

Аналогично рассматривается:
Случай III. Классы решений и свободных членов таковы:

/(х)е-^€А2(—оо, оо), ^<_у<а2;

g (х) е~Ух € L2 (— оо, оо), ^<j/<(z2.

Преобразование Фурье уравнения (2) приводит также к задаче 
Римана для сложного контура.

§ 3. Случай IV. Классы решений и свободных членов: 

/+(х)е-^б£2(—оо, оо), y^b; f_(x)e~yx^L2{— оо, оо), у-^а-,

g+(x)е~Ух е L2 (— оо, оо), y^b; g_ (х) е~Ух € L2 (— оо, оо), у < а,

b = min Ьъ), а = max (а1г а2).

Для того чтобы преобразовать по Фурье уравнение (2), вводим 
вспомогательные функции:

°°
Ф-(х)=/(х)+ k^x -1) f (t)dt ~g^^TJ-g,

A(x) - f (x) + ~=- k2(x-i)f(i)dt — g(x) = T2f — g, 
—co

“i W = т1/+ — ёлг=
^{x)=T2f_- g_=T2f+- g+~^
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Преобразуя (4), получим краевые условия:

П + К, (5)] F+ (?) — G+ (5) = Qi (?),

П + А\ (vj)] F~ - G- (у)) + (rj = Qi (71),

П + #2 (ЭД F+ (5) - G+ (5) - Ф+ (?) = Q2 (?),

[1 4^2 (^)] F~ (Т]) — G“ (т;) = Q2 (т]),

£ = х + ib, т] = х + id.

Путем последовательного исключения двух неизвестных функций 
F+, F и введения новой неизвестной функции

Q (г) = Q, (г)[1 + К2 (г)] - О2 (г) [1 + К, (г)]

удается свести решение к двум задачам Римана для сложного контура 
и получить решение в замкнутой форме. Результат в этом случае 
может быть формулирован так.

Пусть
X = Ind [1 +К2(х + ia)] — Ind[1 + (х + :&)];

v — число общих нулей функций І+Л’Дд) и 14-7<2(г) в полосе 
a<Z\mz<Zb. Тогда при х^ч уравнение (2) имеет х линейно незави­
симых решений; в случае х<у уравнение разрешимо лишь при выпол­
нении V —х условий, накладываемых на свободный член, и будет 
иметь V линейно независимых решений.

§ 4. В случаях II и V в результате преобразования Фурье полу­
чаем краевую задачу более сложной природы, решение которой в об­
щем виде неизвестно. До конца могут быть исследованы частные 
случаи, когда предполагается аналитическая продолжимость функций 
Kx{z) и Kz(z) внутрь некоторой полосы, причем у этих функций допу­
скаются полярные особенности.

Ростовский на Дону Поступило
государственный университет 6 VII 1954

им. В. М. Молотова
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