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МАТЕМАТИКА
Е. В. ВОРОНОВСКАЯ

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ НЕКОТОРЫХ ПРОСТЕЙШИХ 
ФУНКЦИОНАЛОВ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 7 VII 1954)

В нашей заметке (г) мы изложили основы предлагаемого нами 
метода изучения полиномов наименьшего отклонения при помощи 
функционалов, заданных конечными отрезками чисел.

В настоящей статье мы дадим приложение этого метода к изу­
чению полиномов, принадлежащих простейшим паспортам:

[«,[«, 0] и [л, п, 1] *.

* Сохранена терминология статьи (1).

1. Теорема 1. В критическом интервале каждого параметра 
рь (£ > 0) отрезка (рг)" {см. теорему 4 ())  существует число рь, где 
Рй Рй -С Ий. обладающее тем свойством, что если в отрезке поло­
жить рй = ph, то норма отрезка A^(ph) получит свое минимальное 
значение. Если отрезок (щ)" ни при каком значении рь не стано­
вится абсолютно монотонным, то это число рь единственное. Оно 
называется фокусом соответствующего интервала.

*

Теорема 2. Если в отрезке (р;)" параметр рь меняется в своем 
критическом интервале-. p'h -С рА < р^, то норма отрезка N (pft) есть 
непрерывная функция, монотонно убывающая при Ph Рь < Рй и 
монотонно возрастающая при р*  < pft < р'. Если при этом обозна- 

п
чить через Qn (х) = 2 (Рй) х‘ экстремальный полином отрезка 

(р.)^, то qk (рй) монотонно возрастает во всем интервале, причем 
слева от р' имеет место qk<Z^, а справа qh > 0.

Теорема 3. Отрезок

= (1)
когда 0 меняется в своем критическом интервале —” Т1 < 0 < 

< — ^—2— , определяет семейство экстремальных полиномов, при­
надлежащих паспорту [п, п, 0]; фокус этого интервала есть 
Р*  = — у . Если экстремальные полиномы, соответствующие числам 

промежутка —< 0 < — * обозначить Qn {х, 0), то при

— 6 “ ПГ экстремальные полиномы суть (— l)n-1Qn (1—х, 0).
Все семейство полиномов паспорта [п, п, 0] исчерпывается полино­
мами вида

±Qn{x,b) и ±Q«(1— х, 0).
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Итак, достаточно изучить семейство Qn {х, 6), определенное отрез­
ком (1), при условии---- б <-------------— •

Теорема 4. Семейство полиномов Qn (х, 0) {при п^-З) распа­
дается на два семейства различного аналитического вида, а именно-, 
при — 2 ® —экстремальные полиномы суть Тп{а.х),

где Тп(х) = cos /гаге cos (2х — 1), и 0 = — ’ пР11 ~~ ТГ <
fl __

— 2 cos2 (тг/^п) полУчаются новые полиномы Zn (х, 0). Тонкими 1 всегда 
входят в число их узлов, причем lim Zn{x, 0) = — Гл-і (х). 

е->—n/2+0
Теорема 5. Если в задаче Золотарева (2) обозначим Yn (х, а) = 

= хп — ах"-1 + ... (О < а < + оо) полином, наименее отклоняющийся 
от нуля на [— 1, + 1], и Ь(у) — его отклонение, то имеем тож­
дество двух семейств:

( Yn(2x — i, а) }

где соотношение между параметрами 0 и а таково:
й _ L (а) п + а 

2L' (а) 2 (2)

2. Определение 1. Два отрезка (р.;)" и (^)", каждый из кото­
рых содержит один переменный параметр, пусть (ч = 0 и = 
называются эквивалентными (для данного паспорта) в соответ­
ственных интервалах а.^0^,8; yC9-^8, если они определяют одно 
и то же семейство полиномов этого паспорта; это значит, что б и 
можно связать взаимно-однозначной зависимостью 9- = <р (0) и б = ф (9-) 
так, что для полиномов, определенных этими отрезками: Кл(х, ® (б)) = 
= Хп{х, 0); Хп[х, ф(9)] = Yn(x, Я); если узлы экстремальных полино­
мов Хп(х, 0) и Yn(x,&) обозначить, соответственно, {д (&))i и {т. ($)}|, 
то а( (0) = тг [ср (Я)].

Опре де лени е 2. Каждый из полиномов

(х, б) =П к - Ъ (б)] = 2 а/ (б) X1-, 
1 і=0

я, (*, *) = П [* - W1 = 2^ Р) * 
1 і=0

называется резольвентой соответственного отрезка (р.)" и (vjj.
Основное свойство резольвент: Rs (ц, б) = 0; Rs (v> = 0- Так как

отрезки эквивалентны, то а,- (9-) = а, (0) при 9- = ср (9); и Rs (х, 0) = Rs(x,&). 
Следовательно, и R, (v, 9-) = 0.

Если узлы полинома Zn(x, 0) обозначить то (см. теорему 4) 
at = 0 и ап=1> и резольвента отрезка (1) имеет вид Rn (*, б) = 
= «1 (6) х + • • • 4- ал_і (0) х" -1 + х" при---- y < х < — п-^~.

Теорема 6. Система отрезков:

(^)о" = Оо, 0р..„ 0л_2,-1п_р 0;
(нР)? = Оо, 0х,..+ 1Л_2, (3)

(и("-2))" = Оо, (-1)"-1,. .., 0л_2, 0л_1, 0("-2) 
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состоит из п — 1 эквивалентных отрезков, определяющих каждый 
одно и то же семейство полиномов Zn (х, 6); если положить п
Zn(x, 6) = 2?« (6) х1, то формулы, связывающие переменные пара- 

0
метры 6(0,.. е> б(л-2) с основным параметром 6 таковы:

Р'П (9) / 19 91
—----- (т = 1, 2, . .п — 2).р„(9) v

Коэффициенты aj (6) резольвенты Rn (x, 6) отрезка 
через Pi при помощи системы отрезков (3) из системы 
ний вида Rn (р., 9) = О, а именно:

(1) выразятся 
n — уравне-

a„_i = 6, an_2 =
С2(б) a  & (9) 

р'я(0) • (4)

Кроме дифференциальных зависимостей, между аг (б) и р, (9) имеют­
ся и алгебраические зависимости, основанные на тождестве

6)
Rn (х, 6) = -------— х (х - 1); (5)

из (5) получим п — 2Фависимости между (aj"-1 и Подставив в 
них выражения (аг) из (4), получим п — 2 дифференциальных уравнения 
первого порядка для pi (6) (i = 2, 3,..., я—1) с граничными условиями: 

п— 1
1) при 9 =---- Pi = — t'l, где 2 t'iX1 = (х); р„ = 0;

о п
2) при 9 = - 2с^2я)- Pi = сь где 2 а*1 = Тп (cos2 ~х\

Кроме того, имеются еще две зависимости: 
п
2р, (9) = 1 — (—1)"; (30 = (-lf).
о

Все эти уравнения определяют коэффициенты [Р/ (9)]", следователь­
но, и Zn (х, 9). (При п < 3 таких полиномов не существует.)

3. Полиномы паспорта [п, п, 1] всегда должны иметь два непо­
движных узла 0 и 1; кроме того, они должны распадаться на п—1 
разрядов, в зависимости от того, который из п — 1 интервалов между 
узлами (аг)" полинома является интервалом повторения знака (г). Если 
этот интервал (уь, a&+i), то полином принадлежит разряду с номером k.

Само существование таких полиномов устанавливается посредством 
определяющего отрезка, как видно из следующей теоремы.

Теорема 7. Полиномы паспорта [п, п, 1] разряда k опреде­
ляются отрезком

(—l)»-*+i J; ( — ( — 1)Л-Л+1Т2. . . . .
. . І^-л+Цп + б,

где = cos2 ; £ = 2, 3,..., n — 2 и б меняется в критиче­
ском интервале.

Границы критического интервала (—+ 9' и (—1т” ф 6" 
получатся при б' = 9* = 0 и 9" = Ц | — тг |. Семейство экстремальных 

i 4=h
полиномов этого отрезка обозначим Wn{x, 9) или W[n,n, і,ы (^, 9), т. е. 
число k включим в его паспорт.
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Полиномы двух крайних разрядов k = 1 и k = п — 1 Не могут 
быть определены столь простым образом, и мы здесь не останавли­
ваемся на них за недостатком места.

Переходя к вопросу об аналитическом выражении изучаемых 
полиномов, мы сначала выделим те случаи, когда ^[n,n,i,k] (х, 6) может 
быть выражен посредством полинома Чебышева.

Теорема 8. Для любых полиномов паспорта [N,N, 1, Д'], где 
Л/ и К имеют общий делитель т, справедливо тождество

W7 I „ О\ _____ у Г Л,1,Л] (Х’ 1 . д,

И» = ' т [--------------2 J’ N = mn-,K=mk.
Способ приближенного вычисления полиномов Wn получается 

и здесь составлением системы эквивалентных отрезков.
Теорема 9. Если для определенности выбрать k так, что 

Тп(^ =— 1, то система отрезков
1» ............................. , ТП-1( тл+е

Ъ ...............................  Ч (6)

1, Ч, + (-1)п~2^п-2\ . . ■, т"~‘, Т»Л « k
(9,06),..., 0(п-2) — переменные параметры) состоит из п-1 эквива­
лентных отрезков, определяющих каждый одно и то же семей- п
ство полиномов W[n,n,i,ki (х, 0) = 2 М0)-**-

1=0

Формулы, выражающие зависимость параметров от основ­
ного параметра 6, таковы:

Все дальнейшие выкладки вполне аналогичны приведенному выше 
построению полинома Zn(x,0). Для соответствующей системы диф­
ференциальных уравнений имеются граничные условия:

п
при 9 — П |tft — тг| ^(9) = ^, где 2 tiX1 = Тп W- 

i+k 1=0
В заключение заметим, что исследованные полиномы паспорта 

[п, п, 1] решают следующую экстремальную задачу: из. всех полино­
мов п-й степени со старшим коэффициентом, равным 1, и принимаю­
щих в точке а, где 0<а<1, заданное значение А, найти тот, который 
на отрезке [0, 1] наименее отклоняется от нуля.

Метод изучения и построения экстремальных полиномов при 
помощи простейших функционалов применим и к полиномам любого 
другого паспорта. На очереди стоят полиномы с паспортами [п, п— 1,0], 
[п, п — 1, 1], [п, п — 1,2], исчерпывающими все случаи, когда число 
узлов s — п — 1. Семейства таких полиномов зависят от двух пере­
менных параметров. Первое из этих семейств было получено 
Н. И. Ахиезером(3) при помощи конформного отображения; осталь­
ные являются новыми.

Ленинградский электротехнический Поступило
институт , 20 VI 1954

им. М. А. Бонч-Бруевича
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