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Удобным орудием для изучения спектральных свойств линейных 
несамосопряженных операторов является понятие характеристической 
матрицы-функции (х). Использование этого понятия основано, главным 
образом, на следующей «теореме умножения».

Пусть в гильбертовом пространстве Н — Н.^ Н2 действует линей­
ный ограниченный оператор А, для которого подпространство Нх 
инвариантно. Определим в (^=1, 2) операторы Ak, полагая 
Ahf = PhAf (/€ Hk), где /4 — оператор проектирования на Hk, и 
условимся называть оператор А сцеплением операторов Aj и А2.

Теорема умножения заключается в том, что при некоторых огра- 
д__М 

ничениях, накладываемых на размерности подпространств —— Н и 
д _д'*

------- т-------- Hk (k—\, 2), а также на их взаимное расположение Ц,2), 
характеристическая матрица-функция оператора А равна произведению 
характеристических матриц-функций сцепляемых операторов.

В настоящей статье понятие характеристической матрицы-функции 
несколько обобщается. При этом все основные свойства характери­
стической матрицы-функции, перечисленные в Ц), сохраняются, и тео­
рема умножения становится справедливой без указанных выше ограни­
чений. Кроме того, в отличие от характеристических матриц-функций, 
введенных в Ц), обобщенные матрицы-функции можно строить и для 
самосопряженных операторов.

1. Пусть в гильбертовом пространстве Н действует линейный 
^4_  

ограниченный оператор А, для которого подпространство —ко- 
нечномерно. Зададим в Н некоторое конечномерное подпространство 
Е^—-:—Н и обозначим ортонормированный базис собственных век-

__  у4*торов оператора —।— в подпространстве Е через ег, е2,..., ег. Соот­
ветствующие векторам е2,...,ег собственные значения обозначим 
через оц, ®2>... , ®г. Пусть т, s и п — число положительных, нулевых 
и отрицательных среди чисел ®а, а р и q — некоторые целые числа, 
удовлетворяющие условиям p^mAs, q^-nA-s.

Матрицу-функцию

1Г(Х) = /-ш*Ц((А-х£)-1еа, ее)|[ Пу,
'Р ' 0
0

где у = а П — произвольная постоянная прямоугольная

матрица, содержащая г линейно независимых строк и р + q столб-
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цов и удовлетворяющая условию

Пу/ П* = Q, Q =

будем называть характеристической для оператора А.
В силу произвола в выборе подпространства Е, а также чисел р 

и q характеристическая матрица-функция определяется по оператору 
неоднозначно.

Приведем пример. Пусть А — ограниченный самосопряженный опе­
ратор с простым спектром, е— воспроизводящий элемент. Если Е = е, 
р = q = 1, то можно положить П = || 1 1 ф и тогда

W (X) = е1^ = 1 + ih е>

где h (X) = ((А — IE)-1 е, е), е = || J ||.
2. Рассмотрим произвольное подпространство 

и зададим в Но оператор Ао, полагая
Но пространства Н

Aof=PoAf (/6Я0),

где Ро — оператор проектирования на Но. Пусть Ео = Р0Е. Тогда
^0 ^0 Н — р А А пч — 'о---- Т~

л_  л* 
Н0СР0—— Н<^Е0.

Обозначим через eW, ортонормированный базис собст-
ло — Л*

венных векторов операторов •—j---- в подпространстве Ей и введем 
матрицы

= ^Ц, п0=ад
Тогда матрица-функция

u^o(k) = /-т*||((ло —е(0))||П0у, (1)
является характеристической для оператора Ао.

Действительно, строки матрицы По линейно независимы так как 
линейно независимы строки матриц Un и П. Кроме того

Ц,> m = иа ПХ Щ = и.а и’ = II (е®, е8) IIе„ е.)|| ||(е« е()

Обозначая

’ о

где собственные значения, соответствующие векторам е(о) пп nvUMM
* Ос , получим
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Наконец, если т0, s0 и п0 — число положительных, нулевых и 
отрицательных среди чисел «(о), TOj в силу (2) и линейной независи­
мости строк матрицы Пв,

P>mo + sOj q^.n0 + s0.

Условимся матрицу-функцию (1) называть проекцией матрицы- 
функции IV Р) на подпространство Но.

3. Теорема 1. Если Нг~ инвариантное подпространство опе­
ратора A a n^HQH^mo

^транство^Н ~ пРоеки,1я матрицы-функцш W(X) на подпро-

Доказательство. Пусть Pk— оператор проектирования на Нъ. 
Строя проекцию матрицы-функции W(X) на подпространство Hh мы 
последовательно определим, как это было выше показано, оператор Ak 
действующий в Hk, подпространство Ek — Ph Е, ортонормированный 

базис собственных векторов (а = 1, 2,..., rft) оператора в 
Ek и, наконец, матрицы

М|, £д =

rk
где “а собственные значения, соответствующие векторам 

Рассмотрим оператор Г = ЛДР2. Так как = 0> то “

Каждый вектоР’ ортогональный к Д2,

получим
/Д __ Д* ».1МН— е?> М=!|(<2>>

= U2£1U1 = H2j>n*

Обозначим

R-Rx~(A- \Е)-\ pk = Rh^ = (Л(_
Резольвенты R, й связаны соотношением

R = RiPi + R2p2 ~ R^R^.
Действительно, так как

(3)

Л ^Е = (А1-ІЕ)Р1 + ^2_-кЕ>}р2 + Гі

R— (RrPi+R^^) = (RJ\+r2p2) [(д 
= - (RJ\+R2P2) tr= ~r1i'R= _

х-ХД) р1+ (Д2-ХД) P2- (A~XE)]R= 
R^ (R^+R^R^R)^ -R^r^.
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Из (3) находим
м - ikr;pa, + ikaw,, L кр v 

Так как
rk ■ rk

ркел = 2 <>) 4м = 2 (^з
₽=1 3=1TO

iiife., мнимяХ’, ehim^ii wX”, Ле,

и, следовательно,

П е₽)НП = Йі ||(^, е^Ц Щ + Іі; IK/?' -
-піік^г^), е^ЦП».

Заметим теперь, что

W&?', «ft ДО»; e?>)|| e«>, «ft _
-IlWie?’. «s'lll 4IIWX*’; e^ll)|| = >||(R1e!.^^, еЗДщпЩЯ,^ 41,)||.

Таким образом,

П7(Х)=/-Ш |1(/?е«, е3)|1 е^)|| П^-Щ*||

+ ^ціім
или

= [У- ш;||(/?2e®, 4a))'|| n2jy] [/- iM =
= W^W^k).

4. Приведем еще без доказательства следующее предложение.
Теорема 2.^ Пусть в гильбертовых пространствах Нг и Н2 

действуют линейные ограниченные операторы Лх и А2 и пусть
Wh = I~ /п;Ц((Лй - Щ-1 ew, е^)\\ nkyk (й = 1, 2)

характеристическая матрица-функция оператора Ак. Если ух=У2, 
то существует такое сцепление А операторов Л! и А2, что матрица- 
функция (X) = W2 (X) (}.) является для А характеристикой. При
этом щ6(Х) (й = 1, 2) — проекции матрицы-функции IF(X) на под­
пространства Hh.

Теоремы 1 и 2 легко обобщаются на тот случай, когда простран­
ство Н является прямой ортогональной суммой любого конечного или 
счетного числа подпространств:

Н = Н. ф Н2 © Н. @ ...

и каждое из подпространств Нг ф Н2 © .. .ф Нп (п = 1, 2,...) инвари­
антно относительно оператора А.
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