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Сеть на поверхности в Е3 называется спиральной, если в ее пара­
метрах линейный элемент имеет вид

ds2 = eu+VM {du2 + dv2).
Инвариантный признак спиральной сети, указываемый впервые, 

состоит из двух частей:
1. Первый и второй чебышевские векторы сети градиентны. Этим 

требованием характеризуется обобщенная спиральная сеть (^), стр. 26).
2. Сумма или разность потенциалов первого и второго чебышев­

ских векторов есть гармоническая функция.
Другой признак спиральной сети состоит в том, что нормирован­

ный определенным образом касательный к линии сети вектор pt удов­
летворяет уравнению

pi |, = hesi — agsh (1)
где gsi — метрический тензор, ss! — дискриминантный бивектор, 
h = const, а — а {и1).

Обратно, каждое решение уравнения (1) определяет спиральную 
сеть.

Таким образом, метрика спиральной поверхности характеризуется 
тем, что система четырех уравнений (1) с тремя неизвестными функ­
циями pi, о совместна.

Условия интегрируемости системы (1) имеют вид ((2), п. 12):
р, 15. = Крі = — ^і (а; = діо), (2)

где индексы подняты бивектором: К = zk0k, в, = ^ks^', тильда означает 
поворот вектора на прямой угол 0^ = g^k и К — гауссова кривизна 
поверхности.

Заменяя в уравнениях (1) pi =----получаем систему:
si I s = 4 — ^gsi • (3)

В силу симметрии левой части имеем
о,К1 = ЫК2. (4)

Условия интегрируемости (2) выполняются тождественно лишь 
для плоскости К — 0, допускающей бесконечное множество спираль­
ных сетей, линии которых состоят из логарифмических спиралей.

Поверхности К= const 0 имеют лишь спиральные сети, для кото­
рых А = 0. На соответствующем изгибании поверхности линии таких 
сетей являются меридианами и параллелями.

Считая /C=^=const, положим
Ki ।, = NsKi + tsKi, Кі = діК, (5)
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где Ns = In — gikKiKh uts — трансверсальный вектор поля
W), п. 9).

Из уравнения (4) дифференцированиями и исключениями вторых 
производных от функции а при помощи (3) находим

- 2hK2Ns = °KKs + (6)
Возможны три случая:
1. Векторы ts и ^независимы или tsKs =^0. Функция а опреде­

ляется из (6):
h(3Ks-2KNs)t'

а = ---------=r-z------- '• (7)

Подставляя это выражение а в (3), получаем инвариантную харак­
теристику метрики спиральной поверхности первого типа.

2. Имеет место-зависимость ts = В этом случае из (6) получаем 
= (8)

Ха/Т? + аК = 0. (9)
Предполагая, что Х;№ =/= 0, из уравнения (9) дифференцированиями 

и исключениями получаем для функции а выражение:
r/ МК2 (2 + сХК + 2сХ2№) ,

позволяющее указать характеристику метрики спиральной поверхно­
сти второго типа.

3. Имеют место зависимости ts = ^Ks, X = X (Л^, характеризующие 
метрику поверхности вращения. Эта метрика характеризуется усло­
виями

У2+ 4 ^ + 4 = °- <и)
Линейный элемент этой метрики приводится к виду:

ds2 = ри2 + irtc^dv2. (12)
Линии спиральных сетей определяются уравнениями:

4Л — / ?
|Г‘(^"г)И^=СОП81, а + (-П + щ)2 = const, (13)

где т — постоянная, определяющая переход от одной спиральной 
сети к другой. Вид уравнений (12) показывает, что спиральные сети 
на поверхностях вращения этого типа переходят друг в друга при 
вращении поверхности вокруг оси.

П р и м е р 1. При с — 16, =—х/4 имеем поверхность: 2г =
= г У г2 1 — In (г 4- У г2 — 1), г2 = х2 + у2, ds2 — du2 + и dv2, наложи­
мую на мнимый линейчатый геликоид Гамбье.

Пример_ 2. При с = — 2, сх — — 1 имеем поверхность: 4г = 
— arc sin 2 Уг 4-2 У г У1 4r, ds2 = du2 4- и4 dv2. В параметрах линий
спиральной сети ф = 2arctgzz^. ф = —21п^-^- 4- v2^ линейный элемент 

Ф-Н in cos —
имеет вид ds2 — е 2 (d^2 4- d®2).
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