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Рассмотрено использование классических методов механики для решения статической и дина-
мической задач в случае полисинтетического двойникования ферромагнитного кристалла с эффек-
том памяти формы. При решении статической задачи в случае механически нагруженного ферро-
магнитного кристалла с памятью формы, находящегося в жесткой заделке и подвергнутого 
полисинтетическому двойникованию, разработана методика расчета для нахождения неизвестных 
величин, действующих на границах раздела аустенит/мартенсит. 
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SOLUTION OF THE STATIC PROBLEM  
FOR A MECHANICALLY LOADED, RIGIDLY CLAMPED, 
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The article examines the use of classical mechanics methods to solve static and dynamic problems while 
the polysynthetic twinning of a ferromagnetic shape-memory crystal. To solve the static problem-specifically 
regarding a mechanically loaded, rigidly clamped ferromagnetic shape-memory crystal undergoing 
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polysynthetic twinning-a calculation procedure has been developed to determine the unknown quantities 
acting at the austenite/martensite interfaces. 

Keywords: polysynthetic twin, ferromagnetic shape-memory single crystal, martensitic interlayer. 
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Сплав Гейслера Ni–Mn–Ga, благодаря своим уникальным свойствам, может быть 

использован для создания быстродействующих приводов с большим ходом [1–3]. 
При испытании Ni–Mn–Ga, выступающего в качестве рабочего элемента двух-

тактных и пружинных приводов [2], было получено, что напряжения, вызванные дей-
ствием магнитного поля, составляют от 0,1 до 2 МПа в диапазоне деформации до 6 %. 

Каждый из рассмотренных приводов обладает конструктивными особенностями 
и принципом действия. Так, двухтактный привод состоит из двух ферромагнитных 
кристаллов с памятью формы, взаимодействующих между собой, что позволяет со-
вершать двунаправленные движения. А в пружинных приводах пружина обеспечи-
вает восстанавливающее напряжение, но, в отличие от двухтактного привода, требу-
ет затраты мощности для поддержания деформированного состояния кристалла [2]. 

В работах [4–9] используются классические методы механики для определения 
технологических параметров ферромагнитного кристалла с памятью формы, направ-
ленные на исследование воздействия магнитного поля и внешних механических на-
грузок на границы раздела аустенит/мартенсит.  

Цель работы – решить статическую задачу для находящегося в жесткой заделке 
ферромагнитного призматического кристалла с эффектом памяти формы, подверг-
нутого полисинтетическому двойникованию, и показать влияние внешней сжимаю-
щей нагрузки на возникновение сил на границах раздела аустенит/мартенсит. 

Постановка задачи 
На рис. 1 схематически изображен подвергнутый полисинтетическому двойни-

кованию механически нагруженный призматический ферромагнитный кристалл  
с эффектом памяти формы, находящийся в жесткой заделке. 

Кристалл состоит из 1, 3,…, 2n-1 аустенитных частей и из 2, 4,…, 2n-2 мартен-
ситных прослоек. Аустенитная часть длиной  1al  находится в жесткой заделке,  

а на торец аустенитной части длиной  12 nal  действует заданная сила .F


 

Вдоль границ раздела аустенит/мартенсит действуют сдвиговые силы ,
iAF


 кото-

рые необходимо определить. Силы 
iAF


 на границах раздела аустенит/мартенсит, 

возникающие в результате действия внешней силы F


, к оси AX ориентированы под 

углом ,  а к оси XAi   – под углом .  Силы 
iAF


 можно разложить на составляющие: 

iAX 


 и 
iAY 


 по отношению к системе координат XAi   и ,YAi   AX


 и AY


 по отношению  

к системе координат XAi  и .YAi  

Искомые силы 
iAF


 с силами 

iAF


 связаны соотношением 

 .cos ii AA FF


 (1) 
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На выноске (рис. 1) показана промежуточная часть ферромагнитного кристалла  
с памятью формы, представляющая собой звено Ai+2–Ai+1–Ai–Ai-1 и расположенная меж-
ду границами раздела аустенит/мартенсит, обозначенными точками 5A  и 52 nA  (рис. 1). 
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Рис. 1. Схематическое изображение находящегося в жесткой заделке  

механически нагруженного ферромагнитного кристалла с памятью формы,  
подвергнутого полисинтетическому двойникованию 

Решение задачи 
На рис. 2 представлена расчетная схема для звена A2n-3–A2n-2–A2n-1 призматического 

ферромагнитного кристалла с эффектом памяти формы, подвергнутого полисинтети-
ческому двойникованию. Сила ,F


 действующая на торец образца под углом ,  при-

водит к возникновению сил  32 nAF


 и  22 nAF


 на границах раздела аустенит/мартенсит, 

имеющих составляющие  32  nAF


 и  ,22  nAF


 действующие вдоль границ раздела аусте-

нит/мартенсит. Мартенситная прослойка ориентирована под углом   к поверхности 
кристалла, а границы раздела аустенит/мартенсит – под углом   (рис. 1). 
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1. На первом этапе решения статической задачи составим систему сил и момен-
тов сил для аустенитного объема длиной  12 nal  (рис. 2) звена A2n-3–A2n-2–A2n-1, к тор-

цу которого приложена сила F

: 

 ;0)12()22(   nAnA
i

iX XXF  (2) 

 ;0)12()22(   nAnA
i

iY YYF  (3) 

      ,022)12()12(22   nAnanA
i

inA MlYFM  (4) 

где )12( nAX  и )12( nAY  – проекции соответственно на ось XA n 22   и YA n 22   силы ,F


 

действующей на торец в точке ;12 nA  )22( nAX  и )22( nAY  – проекции соответственно  

на ось XA n 22   и YA n 22   силы  ,22 nAF


 возникающей на границе раздела аусте-

нит/мартенсит .22 nA  

 

)22(  nAF

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Рис. 2. Схематическое изображение звена (A2n-3–A2n-2–A2n-1)  

нагруженного ферромагнитного кристалла с эффектом памяти формы,  
подвергнутого полисинтетическому двойникованию 

В уравнениях (2)–(4) выполнены замены: 

 ;cos 22)22()22(   nnAnA FX  ;sin 22)22()22(   nnAnA FY  

 ;cos)12(  FX nA  .sin)12(  FY nA  (5) 

Из (2), (3) получим: 

 ;)12()22(   nAnA XX  (6) 

 ;)12()22(   nAnA YY  (7) 
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а из (4) будем иметь: 

   .)12()12(22   nanAnA lYM  (8) 

Далее составим систему сил и моментов сил для мартенситного объема длиной 

 22 nml  звена (A2n-3–A2n-2–A2n-1) (рис. 2), для которого в состоянии равновесия будем иметь: 

 ;0)22()32(   nAnA
i

iX XXF  (9) 

 ;0)22()32(   nAnA
i

iY YYF  (10) 

     ,022)32()22()22()32(   nAnAnmnA
i

inA MMlYFM  (11) 

где )22(  nAX  и )22(  nAY  – проекции соответственно на ось XA n 32  и YA n 32   

силы  ,22 nAF


 возникающей на границе раздела аустенит/мартенсит ;22 nA  )32(  nAX   

и )32(  nAY  – проекции соответственно на ось XA n 32  и YA n 32  силы  ,32 nAF


 возни-

кающей на границе раздела аустенит/мартенсит .32 nA  

В уравнениях (9)–(11) выполнены замены: 

 ;cos 32)32()32(   nnAnA FX  ;cos 22)22()22(   nnAnA FX  

 ;sin 32)32()32(   nnAnA FY  .sin 22)22()22(   nnAnA FY  (12) 

Из (9) и (10) получим: 

 ;)22()32(   nAnA XX  (13) 

 ,)22()32(   nAnA YY  (14) 

а из (11), с учетом (8), получим: 

 .)12()12()22()22()32(   nanAnmnAnA lYlYM  (15) 

2. Рассмотрим промежуточную часть ферромагнитного кристалла с памятью 
формы, расположенную между границами раздела аустенит/мартенсит и обозначен-
ную точками ,5A  52 nA  (выноска на рис. 1). 

Для аустенитного объема длиной  1ial  звена Ai+1–Ai–Ai–1 (рис. 3) система сил  

и моментов сил будет иметь вид: 

     ;01   iAiA
i

iX XXF  (16) 

 ;0)1()(   iAiA
i

iY YYF  (17) 

   ,0)()1()1()(   iAiaiA
i

iiA MlYFM  (18) 
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где )1( iAX  и )1( iAY  – проекции соответственно на ось XAi  и YAi  силы  ,1iAF


 возни-

кающей на границе раздела аустенит/мартенсит ;1iA  )(iAX  и )(iAY  – проекции соот-

ветственно на ось XAi  и YAi  силы  ,iAF


 возникающей на соответствующей границе 

раздела аустенит/мартенсит. 

 

X
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 i
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

 

Рис. 3. Схематическое изображение звена Ai+1–Ai–Ai-1 промежуточной части  
ферромагнитного кристалла с памятью формы, подвергнутого  

полисинтетическому двойникованию 

В уравнениях (16)–(18) выполнены замены: 

 ;cos)()( iiAiA FX       ;sin iiAiA FY   

 ;cos 1)1()1(   iiAiA FX  .sin 1)1()1(   iiAiA FY  (19) 

Из (16) и (17) получим: 

    ;1 iAiA XX  (20) 

 ,)1()(  iAiA YY  (21) 

а из (18) получим: 

 .)1()1()(  iaiAiA lYM  (22) 

Система сил и моментов сил для мартенситного объема длиной  iml  (рис. 3): 

 ;0)()1(   iAiA
i

iX XXF  (23) 

 ;0)()1(   iAiA
i

iY YYF  (24) 

   ,0)()1()()()1(   iAiAimiA
i

iiA MMlYFM  (25) 
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где )(iAX   и )(iAY   – проекции соответственно на ось XAi 1  и YAi 1  силы  ,iAF


 дей-

ствующей на границе раздела аустенит/мартенсит ;iA  )1(  iAX  и )1(  iAY  – проекции со-

ответственно на ось XAi 1  и YAi 1  силы  ,1iAF


 возникающей на границе раздела  

аустенит/мартенсит .1iA  

В уравнениях (23)–(25) выполнены замены: 

 ;cos 1)1()1(   iiAiA FX  ;cos)()( iiAiA FX   

 ;sin 1)1()1(   iiAiA FY  .sin)()( iiAiA FY   (26) 

Из (23) и (24) получим: 

 ;)()1( iAiA XX    (27) 

 ,)()1( iAiA YY    (28) 

а из (25), с учетом (22), получим: 

 .)1()1()()()1(   iaiAimiAiA lYlYM  (29) 

3. При рассмотрении звена Ai+2–Ai+1–Ai (рис. 4) видно, что достаточным является 
рассмотрение системы сил и их моментов для аустенитного объема длиной  ,1ial   

так как система сил и моментов сил для мартенситной прослойки длиной  iml  рас-

смотрена ранее для звена Ai+1–Ai–Ai-1 (рис. 3). 

 

X

 iml

 1iAM


Y

Y 
Аустенит i+1 Мартенсит i 

X 

 2 i

 2 i

 2iAF


 2iAM


 2iA

 2 iAF


 1ial

 1 i

 iAF


 iAF



 i

 i
 iA

 1iA

 1 i

 1iAF


 1 iAF


 1 i

 
Рис. 4. Схематическое изображение звена Ai+2–Ai+1–Ai  

промежуточной части ферромагнитного кристалла с памятью  
формы, подвергнутого полисинтетическому двойникованию 

Для аустенитного объема длиной  1ial  будем иметь: 

     ;012   iAiA
i

iX XXF  (30) 
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 ;0)1()2(   iAiA
i

iY YYF  (31) 

   0)1()2()1()1()2(   iAiAiaiA
i

iiA MMlYFM , (32) 

где  1iAX  и )1( iAY  – проекции соответственно на ось XAi 2  и YAi 2  силы  ,1iAF


 воз-

никающей на границе раздела аустенит/мартенсит ;1iA  )2( iAX  и )2( iAY  – проекции 

соответственно на ось XAi 2  и YAi 2  силы  ,2iAF


 возникающей на соответствующей 

границе раздела аустенит/мартенсит. 
В уравнениях (30)–(32) выполнены замены: 

 ;cos 2)2()2(   iiAiA FX      ;sin 222   iiAiA FY  

 ;cos 1)1()1(   iiAiA FX  .sin 1)1()1(   iiAiA FY  (33) 

Из (30) и (31) получим: 

    ;12   iAiA XX  (34) 

 ,)1()2(   iAiA YY  (35) 

а из (32), с учетом (29) получим: 

 .)1()1()()()1()1()2(   iaiAimiAiaiAiA lYlYlYM  (36) 

4. На рис. 5 представлено звено A1–A2–A3, на котором действие силы F


 вызывает 
возникновение реакции заделки ,AR


 действующей под углом ,1  а также сил AF


  

на границах раздела аустенит/мартенсит. 

 

AR


1

Y

X

X 

 1AM


 2AM


)1(al

)2(ml

)3(AF



)3(AX 


)3(AY 


)3(AF


2

 2AF


 2AY



 2AX 


 2AF



2
2

Y 

Аустенит 1 

Мартенсит 2 

1A 2A

3A
3

3

 1AX 


 1AY


 
Рис. 5. Звено A1–A2–A3 ферромагнитного полисинтетического монокристалла  

с эффектом памяти формы, находящегося в жесткой заделке 
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Система сил и моментов сил, действующих на мартенситной прослойке дли- 
ной  2ml  звена A1–A2–A3 ферромагнитного кристалла с эффектом памяти формы, 

подвергнутого полисинтетическому двойникованию, будет иметь вид: 

 ;0)3()2(  AA
i

iX XXF  (37) 

 ;0)3()2(  AA
i

iY YYF  (38) 

   ,0)2()2()3()2(  AmA
i

iA MlYFM  (39) 

где )3(AX   и )3(AY   — проекции соответственно на ось XA 2  и YA 2  силы  ,3AF


 дейст-

вующей на границе раздела аустенит/мартенсит ;3A  )2(AX   и )2(AY   – проекции соот-

ветственно на ось XA 2  и YA 2  силы  ,2AF


 возникающей на границе раздела аусте-

нит/мартенсит .2A  
В уравнениях (37)–(39) выполнены замены: 

 ;cos 2)2()2(  AA FX  ;cos 2)2()2(  AA FX  

 ;sin 3)3()3(  AA FY  .sin 3)3()3(  AA FY  (40) 

Из (37) и (38) получим: 

 ;)3()2( AA XX   (41) 

 ,)3()2( AA YY   (42) 

а из (39) получим: 

 .)2()3()2( mAA lYM   (43) 

Для аустенитного объема длиной  1al  звена A1–A2–A3 (рис. 5), находящегося  

в жесткой заделке, система сил и моментов сил: 

     ;012  AA
i

iX XXF  (44) 

     ;012  AA
i

iY YYF  (45) 

           ,02112)1(  AAaA
i

iA MMlYFM  (46) 

где  2AX  и )2(AY  – проекции соответственно на ось XA1  и YA1  силы  ,2AF


 возни-

кающей на границе раздела аустенит/мартенсит ;2A  )1(AX  и )1(AY  – проекции соот-

ветственно на ось XA1  и YA1  силы  ,1AF


 возникающей на соответствующей границе 

раздела аустенит/мартенсит. 
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В уравнениях (44)–(46) выполнены замены: 

 ;cos 2)2()2(  AA FX      ;sin 222  AA FY  

 ;cos )1()1(  AA RX  .sin 1)1(  AA RY  (47) 

Из (44) и (45) получим: 

  ;2)1( AA XX   (48) 

  ,2)1( AA YX   (49) 

а из (46), с учетом (43), получим: 

       .0)4()5()3()4()2()3(121  mAaAmAaAA lYlYlYlYM  (50) 

Результаты расчетов и их обсуждение 
Для численных расчетов введем исходные данные. Примем начальное и конеч-

ное звенья ферромагнитного кристалла с памятью формы, подвергнутого полисинте-
тическому двойникованию, аустенитными. Тогда число звеньев всего образца будет 
нечетным. Пусть общее число звеньев .11N  Длины крайних аустенитных объемов 
примем мм,56,1111  aa ll  а длины внутренних аустенитных объемов – 

мм.5,09753  aaaa llll  Длины мартенситных прослоек примем 

мм.47,0108642  aaaaa lllll  Высота аустенитного объема пусть будет равна 

мм58,3h  (рис. 1), а толщина образца – мм77,2b  [10]. Высота мартенситной 

прослойки 1h  рассчитывается с использованием полученного в работе [11] парамет-
ра кристаллической решетки 94,0/ ac  по формуле 

 мм.37,31 
c
a

hh   (51) 

Угол поворота границ раздела аустенит/мартенсит к поверхности кристалла    
и угол поворота мартенситной прослойки относительно поверхности кристалла   
(рис. 1) рассчитаем по формулам [11]: 

 ;23,43arctan 







a
c

 (52) 

 .54,32
2




  (53) 

Полученные углы позволяют определить, под какими углами ориентированы си-

лы, возникающие в результате внешней силы ,F


 действующей под углом  20   
к поверхности торца образца. 

Силы 
iAF


 по отношению к оси AX ориентированы под углами ,i  а по отношению 

к оси AX′ – под углами .i  Сдвиговые силы ,
iAF


 действующие вдоль границы раздела 

аустенит/мартенсит, ориентированы под углом   по отношению к силам .
iAF


 Таким  
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образом, при заданных 11N  звеньях будем иметь 10 границ раздела аусте-
нит/мартенсит. Тогда: 

 ,20121110987654321   (54) 

где 1  – угол, под которым ориентирована реакция жесткой заделки AR


 относитель-

но оси ;1XA  

 ;32,70111098765432   (55) 

 .23,23111098765432   (56) 

Как отмечалось в работе [10], для предварительно растянутого до 6 % кристалла 
Ni51.6–Mn26.3–Ga22 размерами 6,63 × 2,77 × 3,58 мм при отсутствии магнитного поля 
наблюдается сжатие без увеличения деформации до достижения напряжения двой-
никования. Дальнейшее сжатие путем увеличения внешнего напряжения от 0,23  
до 0,27 МПа приводит к деформации в диапазоне от 0,5 до 6 %. 

В случае полисинтетического двойникования ферромагнитного кристалла с па-
мятью формы рассмотрим диапазон деформации от 2 до 5 % и выполним расчет  
для заданного внешнего напряжения Па,105,2МПа25,0 5  входящего в рас-
смотренный в [10] диапазон напряжений. 

Для нахождения величины силы ,F


 действующей на торец образца (рис. 1), вос-
пользуемся уравнением [12]: 

 ,SF   (57) 

где S  – площадь незакрепленного торца аустенитного объема, которая в нашем слу-
чае равна: 

 .м10мм10мм9,9мм58,3мм77,2 2522  hbS  (58) 

Тогда из (57) получим: 

 Н5,210105,2 55  F . (59) 

Из расчетов получим, что силы ,
iAF


 возникающие на границах раздела аусте-

нит/мартенсит, равны: 

  Н.5,21110987654321  FFFFFFFFFFFF ААААААААААА


 (60) 

Используя соотношение (1) и (59), определим силы ,
iAF


 действующие вдоль 

границ раздела аустенит/мартенсит: 

 Н.3,223,23cos5,2cos  ii AA FF  (61) 

Тогда 

             65432 AAAAA FFFFF


 

           Н.3,21110987   AAAAA FFFFF


 (62) 
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Расчеты показали, что для ферромагнитного кристалла с памятью формы, со-
стоящего из 11N  прослоек аустенита и мартенсита, значения моментов сил  
для каждого звена будут равны: 

 мм;Н67,3sin 1111  lFM А  

 мм;Н78,4sin 1110111110  АAА MlFM  

 мм;Н96,5sin 10910109  АAА MlFM  

 мм;Н06,7sin 98998  АAА MlFM  

 мм;Н23,8sin 87887  АAА MlFM  

 мм;Н35,9sin 76776  АAА MlFM  

 мм;Н5,10sin 65665  АAА MlFM  

 мм;Н6,11sin 54554  АAА MlFM  

 мм;Н8,12sin 43443  АAА MlFM  

 мм;Н9,13sin 32332  АAА MlFM  

 мм.Н6,17sin 21221  АAА MlFM  (63) 

Заключение 
Таким образом, при решении статической задачи для подвергнутого полисинтети-

ческому двойникованию жестко закрепленного в заделке ферромагнитного кристалла 
с памятью формы показано влияние внешней сжимающей нагрузки на силы, возни-
кающие на границах раздела аустенит/мартенсит. Произведен расчет для состоящего 
из 11N  аустенитных и мартенситных прослоек кристалла Ni51.6–Mn26.3–Ga22 с из-
вестными геометрическими размерами. Применение экспериментальных данных,  
позволило рассчитать величины сил, возникающих на границах раздела и величины 
моментов сил для каждого звена кристалла. 
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