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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 31 VII 1954)

Пусть Л —метод суммирования рядов с матрицей (аПй) опреде­
ляемый преобразованием

03
= ankuk (n = 0, 1, 2, ...), 

ь=о
где ряды 2 предполагаются сходящимися. Если последователь­
ность {U'^ сходится (абсолютно сходится или, соответственно, огра­
ничена), то ряд 2 иь называется Л-суммируемым (| Л [-суммируемым 
или, соответственно, Л-ограниченным). В частности, если 

О
ank —

при k-^n,
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где числа Рп=Р^ при n>0, P_t = 0, то получается известный 
метод взвешенных средних арифметических, который мы обозначим 
через Р.

Пусть В — метод суммирования рядов, данный матрицей (Ьпк). 
Если всякий Л-суммируемый ряд V ик порождает 5-суммируемый 
ряд ^гкик, то числа ек (& = О, 1, ?, ...) будем называть множителями 
суммируемости типа (Л, В). Аналогично определяются множители 
суммируемости типов (| А |, В), (|Л|, | В |) и (Ло, В), где Ао означает 
Л-ограниченность.

В настоящей заметке мы формулируем условия, необходимые и 
достаточные для того, чтобы числа eh служили множителями сумми­
руемости типов (Р, В), (|Р|, В), (|Р|, \В\) или (Ро, В). Некоторые 
частные случаи множителей суммируемости названных типов, главным 
образом случаи В = Е (Е — метод обыкновенной сходимости) и В — Р, 
рассматривались Юркатом и Пейеримхоффом (1-6). Методы функ­
ционального анализа и теорем о среднем значении, которыми пользо­
вались Юркат и Пейеримхофф, в случае произвольного В неприме­
нимы.

Предполагая метод /-’реверсивным, т. е. ph = Pk — Pk_x4= 0> можно 
доказать следующие теоремы применительно к случаю произвольного 
(регулярного или абсолютно регулярного) В.

Теорема 1. Если Р сохраняет сходимость (т. е. суммирует 
все сходящиеся ряды) и В регулярен, то для того, чтобы числа sh 
были множителями суммируемости типа (Р, В), необходимо и 
достаточно выполнение следующих условий:



1) 3 u Рк^0^
h=0 1

2) л=о1 в
^^к = О(рк) (« = °> Ь2, ...).
Теорема 2. Если Р сохраняет абсолютную сходимость (т. е. 

абсолютно суммирует все абсолютно сходящиеся ряды) и В регуля­
рен, то для того, чтобы числа eh были множителями суммируе­
мости типа (|Р|, 5), необходимо и достаточно выполнение сле­
дующих условий:

1)ел = 0(1) и Р^ = О(ркУ,

2) Phe,Ab . = О(р.) независимо от п\ ' к к пк к'
Wa-OW (»=0, 1,2,...).

Теорема 3. Если P и В сохраняют абсолютную сходимость 
и В, сверх того, регулярен, то для того, чтобы числа s& были 
множителями суммируемости типа (|Р|, |В|\ необходимо и доста­
точно выполнение следующих условий:

l)Sft = O(l) и Р^ = О^ркУ
2) p^^\^(bnh-bn_1!h)\ = O(pky,

^ьпкрЛ = О(Рк) (га = 0,1,2^...);
ек4) существует 11m Р. — ЕЬпк (га = 0, 1, 2, ...).

h-и» Ph
Теорема 4. Если Р сохраняет сходимость и В регулярен, то 

для того, чтобы числа гк были множителями суммируемости типа 
(Ро, В), необходимо и достаточно выполнение следующих условий

ОО
1) з рк^=°^ и ек=о(іу,

2) Чт2|рл+Ід^|-О;
П-оо й=0 1 Pk

^bnhph4 = ^pk) (ra^o.1,2,...).

Примечание 1. Если метод В конечнострочный, то условия 3 
теорем 1—4, а также условие 4 теоремы 3 отпадают.

В частности, если В — Е (случай множителей сходимости), т. е. 
если bnh = 1 при k^n и 6лй = 0 при А>«, то условия 2 теорем 
1—3 превращаются в Рк\ = О (Р^> а условие 2 теоремы 4 в Р^к = 
—О(ркУ При регулярном Р тогда из теорем 1—4 вытекают предложе­
ния Юрката и Пейеримхоффа (13) о множителях сходимости отно­
сительно Р, |Р| и Ро.

Если В = Р, то условия 2 теорем 1—4 можно опустить, и при 
регулярном Р из теорем 1 и 2 получаются предложения Юрката и

* Разность Д^яй определяется равенством ЬЬпк = Ьпк— bn к^_г,
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Пейеримхоффа (3,4) о множителях суммируемости типов (Р, Р) и
(И. Р)

Примечание 2. Если В = Q, где Q—метод взвешенных сред­
них арифметических, определяемый последовательностью {QJ, то 
условия теорем 2 и 3 сливаются. Отсюда вытекает, что множители 
суммируемости типов (|Р|, Q) и (|Р|, | Q |) совпадают, если Р и Q 
сохраняют абсолютную сходимость и Q, сверх того, регулярен.

В частности, если ^>0, Qk = Qk— и последовательность

монотонна при k k0 и ограничена, то условие 2 теоремы 1 
превращается в РкУкек= O(phQk), а условие 2 теоремы 4 в РкЧк^к = 
= о(р^к). При регулярном Р тогда из теорем 1 и 4 вытекают соот­
ветствующие предложения Юрката и Пейеримхоффа (5).

Примечание 3. При гк = 1 (k = 0, 1, 2, ...) условия 1 теорем 
1—3 отпадают, и из этих теорем получаются необходимые и доста­
точные условия для того, чтобы из Р-суммируемости следовала 
В-суммируемость и из | Р (-суммируемости В- или | В (-суммируемость. 
В частности, если В = Q, то из теоремы 1 вытекает известная теорема 
Гарабедяна и Рандельса (6) о включении методов взвешенных сред­
них арифметических.
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