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МАТЕМАТИКА
Г. И. БИРЮК

К ВОПРОСУ О СУЩЕСТВОВАНИИ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ

В СЛУЧАЕ ВЫРОЖДЕНИЯ

(Представлено академиком Н. Н. Боголюбовым 7 IV 1954)

В работе (г) мы доказали теорему существования почти периоди­
ческого решения системы нелинейных уравнений вида

~ = Ах + eF(t, х~)-, х = (xu х2,... хп), (1)

где F(t, х) — почти периодическая функция переменной t равномерно по 
отношению к х, для случая, когда характеристическое уравнение

Det || ХЕ — А || = 0 (2)

не имеет чисто мнимых корней.
Мы рассматриваем ниже вопрос о существовании почти периоди­

ческого решения системы (1) в случае наличия корней с нулевыми 
вещественными частями. При этом предполагается, что функция 
F(t, л) может быть представлена конечной суммой вида

F(t, x) = ^ew F^x), 
|х

где ji — постоянные вещественные числа; F^ (х) — некоторые полиномы 
от х, причем F^(x) = Е^(х).

Представим общее решение системы (1) для случая е = 0 в виде 
x = Bz, где В— постоянная матрица, a z—вектор с компонентами 
вида или Pk (t) е^ , Xk = rk + Ek — корни уравнения (2), Pk (/) — 
полиномы.

Обозначим через v диагональную матрицу, элементами которой 
являются мнимые части корней Хк.

Наличие у характеристического уравнения (2) корней с нулевыми 
вещественными частями требует некоторых преобразований системы (1), 
которые осуществляются следующими теоремами:

Теорема 1. Формальное решение системы (1) имеет вид

х = Веыг+^^Мі, z), 
ь=і

где Xk(t,z) представляются в виде конечных сумм^е'^ Xkv.(z), а 
и

z — формальное решение системы

k=Q
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Теорема 2. Система уравнений (1) сводится посредством заме­
ны переменной

х = Веыг + 2 sh^k (і, г) 
ь=і 

к системе

57 = 2 (г) + zm+^Fm (t, z, е), (3)
k=o

где функция Fm(t,z,e) представима в eude^eiiLtFmv.(z, г) и регу­

лярна относительно е в окрестности s = 0.
Если в (3) отбросить член, зависящий от t, получим так называе­

мую систему уравнений m-го приближения
т

(4)
Й=0

Теорема (существования). Пусть выполнены следующие усло­
вия-.

1) Уравнения (4) обладают для любого фиксированного т^>тп 
стационарным решением с = Ч,т ограниченным независимо от 
е (Ы<ео)-

2) Корни характеристического уравнения

Det||^-2o^|5J

соответствующего уравнениям в вариациях, составленным для 
системы (4), удовлетворяют условию

I Re P I >ут (еут>0, т^т0 |е | < е0, (5)

где q — некоторое фиксированное положительное число.
Тогда, фиксируя некоторое число а>0, можно указать такое 

ч-то при |e|<sm(a), m^^q^n + 1)— 1 — система (3) 
имеет единственное почти периодическое решение z (t, е), удовлет­
воряющее неравенству

12(Л s) —

Для доказательства теоремы точное решение z системы (3) пред­
ставляется в виде

г = Ч

где т] — неизвестная функция, для определения которой получается 
система уравнений

= (2 + Ф (7), 8) 7), в].

Здесь А0=В 1АВ К, Аі= (г = 1, 2, , ..., т); Ф (т;, е) — анали­
тическая функция т], разложения которой начинаются членами не ниже 
второго порядка.

В ходе доказательства существенно используется следующая
Л ем м а. Для системы

т
д=(2.М,)х+ /(/), (7)

fe=o '
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в которой /(/) — почти периодическая функция, ] / (/) |-С ЛТ, и корни 
р соответствующего характеристического уравнения удовлетво­
ряют условию (5), можно указать единственное частное почти 
периодическое решение x(t, е) удовлетворяющее неравенству

ik м
(8)

Ч т
где km — некоторая постоянная, зависящая только от матрицы, т

h=o
Искомое решение системы (7) можно взять в виде

t t
х{1,г} = Ii-^t — т, s)/(t) di + $ и+ (t — т, е)/(т) dt, (9)

—ОО GO

где и- (t), u+ (/) — частные решения однородного матричного урав-
т

нения — = (2 отвечающие корням характеристического
h=0

уравнения, соответственно, с Re р < 0 и Re р > 0, причем и- (0) + 
+ (0) = Е.

Для доказательства основной теоремы строится последовательность 
приближений для решения системы (6), причем А-е приближение 
определяется как почти периодическое решение вида (9) системы 
уравнений

d т —
= (2 s%) Дь + Ф (^h-i, е) + sm+1Fm (t, е), (10)

г=о
а в качестве нулевого приближения принимается = 0.

Чтобы оценить последовательные приближения, в системе (10) про­
изводится замена т+1

^h = S 2 Cfe,
которая приводит эту систему к виду

„ т ^+1
^=(2ezA)Cfe + e 2 [Ф^-^+ЛЖ^-і, ЮЬ 

1=0

Нетрудно заметить, что при

my>2q (п + 1) — Г

все оценки можно провести тем же способом, что и в нашей преды­
дущей работе (*).

Таким образом, устанавливается сходимость последовательности 
{Ch} при k->oo, а также единственность полученного почти периоди­
ческого решения в рассматриваемой области.

В заключение выражаю глубокую благодарность акад. Н. Н. Бого­
любову за руководство работой.
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