
Доклады Академии Наук СССР 
1954. Том XCVIII, № 5

МАТЕМАТИКА

Г. Ц. ТУМАРКИН
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, 

ИСПОЛЬЗУЮЩИЕ СХОДИМОСТЬ МОДУЛЕЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 1 VII 1954)

В работе указываются некоторые классы аналитических в области G 
функций, для которых равномерная сходимость последовательности 
{fn(z)} внутри G к f^z) и сходимость по мере на множестве 
Е,т.Е>0, последовательности {|/n(Q |} модулей граничных значений 
fnW к |/(Q|— модулю граничных значений f(z) являются условия­
ми, необходимыми и достаточными для сходимости по мере на Е 
последовательности {fn^)} *•

* В нашей заметке (2) рассматривался подобный же вопрос, но при этом зара­
нее не требовалось, чтобы пределом {| fn |} была функция |/Ю|.

Теорема 1. Пусть {fn(z)} — последовательность функций, рав­
номерно ограниченных в | z | < 1:

|/«(г)|<М, |z|<l, «=1,2,... (1)

Тогда для сходимости по мере на множестве Е, тЕ^О, после­
довательности {fn(e'b}} — граничных значений fn(z) необходимо и 
достаточно, чтобы-.

I. Последовательность равномерно сходилась в круге

П- {1А(е;9) |} сходилась по мере на Е к |/(еге)|, где —гра­
ничные значения f{z) — lim/n(z).

п~>оо
Доказательство. Необходимость условия II очевидна, а усло­

вия I следует немедленно из теоремы А. Я- Хинчина и А. Остров­
ского (см., например, (^).

Докажем достаточность. По теореме С. Я. Хавинсона Ц1), гл. II, 
п. 14.2) при выполнении условий (1) и I теоремы для любой сумми­
руемой функции <» (9) выполняется равенство

lira J fn (ei0) ® (0) = J f(en) 0> (6) (2)
n~*  ° 0 0

При доказательстве можно считать, что /(е'9)=^0 почти всюду на
Е, так как в противном случае по теореме единственности f(z) = 0 
и теорема очевидна. Теперь при любом s)>0 найдется множество 
Ег с Е, тЕг >> тЕ — е, такое, что

1/(ег0)|>А при №Еи (3)
где К —некоторое число >0.
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Положим
“(Ю— [/(£'в)] 1 при
w(0) = O при ОбС^.

Из (2) для нашей <о (0) имеем:
lim J/„(е'в)[/(егв)]-^0 = т^. (4)

П->оо Е ' '

Из (1), (3)иП получаем, что последовательность {|/л(еге) [У(еів)]-1|} 
равномерно ограничена на Ех и сходится по мере на Д к 1.

Отсюда и из (4) легко показать, что {fn(e™) сходится по
мере к 1, откуда делаем заключение о сходимости по мере на Ех 

к Но s произвольно, поэтому {fn(eie)} сходится по 
мере к на Е.

Замечание. Если требовать вместо условия II одну лишь схо­
димость (еів) |}, не требуя a priori того, что пределом будет 
|/(его)|, то сходимости {/л(е/0)} может и не быть. Пример: {zn}.

Распространим теорему 1 на более общие классы функций.
Лем ма. Пусть {фл(х)} есть последовательность функций равно­

степенно абсолютно непрерывных при 0 х 2тс.
Тогда, если-. 1) {фл(л)} сходится к ф(х) при всех х, 0 <х<2к; 

2) {V W} сходится по мере на множестве Е, то пределом {ф„' (%)} 
будет являться ф' (х).

Теорема 2. Если последовательность {fn (z)} функций класса D * X

* По поводу функций класса D см., например, Р), гл. II, § 6.

такова, что 1п+|/л (е!в) |<Z0} есть последовательностьравностепен- 
О

но абсолютно непрерывных функций, то для сходимости {fn(ei9)} 
на множестве Е, тЕ > 0, необходимо и достаточно выполнение 
условий I и II теоремы 1.

Доказательство. Необходимость показывается так же, как в 
теореме 1.

Для доказательства достаточности воспользуемся параметрическим 
представлением функций класса D:

fn j(z) = bn (z)^n exp In | fn «®)J db • exp dqn (6); [(5)
о O’’

здесь bn(z) — произведение Бляшке для нулей/л(г); ^'—действи­
тельное число; ^л(0) — невозрастающая функция с производной, рав­
ной нулю почтив для всех 6.

Положим
/ 1 V e,Q + z

/„•(z) = exp(-^^ fn”(z) = fn(z)fn (z). (6)
0

Тогда из (6) и (5) получаем:
|//(z)|<l; |/Г(г)!<1 npH|z|<l. (7)

Выберем теперь из {/л (г)} подпоследовательность {/*  (г)}, равномерно 
сходящуюся в | z | < 1, и пусть Игл f (z)=f*(z').  k

Докажем прежде всего, что {/Л/і(ег8)} сходится по мере к f(e‘6) 
на Е. Для этого по теореме 1 достаточно доказать сходимость на Е 
{|/Лй(ег9)|} к |/‘(ег0)|. Чтобы убедиться в последнем, заметим, что 
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ПО (6) функции un{z) = \n\fn(z) I будут гармоническими в круге 
|z|< 1, представимыми при помощи интеграла Пуассона — Лебега:

2Я4 р __ ^*2
ип {ге^ = } 1 + г2 —2rcos(e —ф) Un (е^

О
где ип(е'9) = — 1п+|/п(е'9) |. {X ,

$ дл(ег0)і/0 
о '

есть последовательность функций, равностепенно абсолютно 
непрерывных. Заметим, что {«n(z)} равномерно сходится 
в |г|<1 к ln|/*(z)l- Применяя тогда к {u„h(z)} теорему
Г. М. Фихтенгольца (3), получаем, что при всех х, О-^х^Тп, после- 

X X
довательность «nft(ei0) будет сходиться к ц (ei0) оШ, где

о о
«(е'в) = 1п|/’(eie)|. Так как по условию теоремы сходилась
на Е по мере, то на Е будет иметь место сходимость {ln+|/nft(ei9) ]}, 
а следовательно, по (8), последовательности [иПк (е'9)}. Применяя, нако-

X
нец, к последовательности иПк (е'0) d^ лемму, получаем, что на Е 

° *{мП(((еге)} сходится к w(e'9), поэтому {| f„k (е16) |} будет сходиться к 
|У(егв) |. Отсюда же, как мы видели, следует сходимость по мере на £ 
{/^(ег0)} к /’(ei9). Рассмотрим теперь {fnk (z)}. Эта последователь­
ность, как непосредственно видно из (6), будет равномерно сходить­
ся в круге |г|<1 к =/(z)/*(z). По условию {| fn (еів) |} схо­
дилась по мере на £ к |/(ег0)|, а по доказанному уже 
{І/лтДе'9) |} сходится на £ к |/‘ (е‘е) |. Поэтому, принимая во внимание 
равенство|/ЗДе'0)I = получаем, что {|/^(его)|}сходит-
ся по мере на £ к | /*’ (е'0) | = | / (ег9) 11 f (е'е) ।. Воспользовавшись еще раз 
теоремой 1, будем иметь, что {fnk (е'9)} сходится по мере на £к/**(е'0). Но 
тогда {^(s'9)} будет сходиться по мере на Е к/**(еге) [/Де'9)]-1 ==/(е'9). 
Так как предельная функция не зависит от выбранной последова­
тельности {fnk(eie)}, то сходимость по мере на Е будет иметь место 
для всей последовательности {/п(е'9)}.

Теорема 3. Пусть в области G, ограниченной спрямляемой 
кривой у, дана последовательность {fn^z}} аналитических функций 
класса Ев, такая, что

«=1,2,...
т

Тогда для сходимости по мере на множестве Е,тЕ>0, 
необходимо и достаточно, чтобы-.

1. {fn(z)} равномерно сходилась внутри G.
II. {|/n(Q|} сходилась по мере на Е к \f (С)где /(С)— граничные 

значения f(z) — hm fn(z).
Для круга эта теорема есть следствие теоремы 2. Общий случай 

получается конформным отображением.
Поступило 
1 VII 1954

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 И. И. Привалов, Граничные свойства аналитических функций, изд. 2-е, 

1950. 2 Г. Ц. Тумаркин, ДАН, 83, № 5 (1952). 3 Г. М. Фихтенгольц,
С. R., 184, 1370 (1927).

741


