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ВЫРАЖЕНИЕ ПЛОТНОСТИ УСТОЙЧИВОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
С ПОКАЗАТЕЛЕМ а, БОЛЬШИМ ЕДИНИЦЫ, ЧЕРЕЗ ПЛОТНОСТЬ 

С ПОКАЗАТЕЛЕМ - а
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 5 VII 1954)

Логарифм характеристической функции f (V) устойчивого распреде­
ления F(x) дается формулой (см., например, (х), стр. 177):

log/ (t) = ці — с | /1“ {1 + (a, \ t |)}, (П
где 0<а<і2; — U 7—любое вещественное число, с^-0; ш(а,|£|)= 

7Г 2= —tg уа, если а/=1; <о(1, 111) = — log|/| *. Представляет интерес 
только случай с> 0, так как с = 0 соответствует несобственному 
распределению. При помощи линейного преобразования переменного 
в функции распределения F(x) можно добиться того, чтобы параметры 
с, у приняли значения с = 1 и у = 0. Плотность такого «приведенного» 
распределения после небольших преобразований формулы обращения 
можно записать в виде

р(х, а, &) = cos (xt + М (а, t) ta)dt.
о

(2)

Отсюда видно, что

Р(х, а, ^ = р{—х, а, -Р). (3)

В силу этого свойства достаточно изучить плотность р(х, а, Р) для 
значений х определенного знака (при любых значениях &) или для 
значений р определенного знака и любых значений х.

Теорема 1. Пусть v =— Mg у я « ач = (1 + »2)1/2а; тогда для 
любых а>1, — 1<^<П, х > 0 имеет место равенство

_а г 1 ~
%хр(— аус, а, [5) = а-х р (а-х"*, -, £ (4)

, - г-, л 1 х- /, л 1 1 , л 1 Г 2 , . . , J
где v = -Mg у у » ₽= tgyy tg-y varctg»+ а —1

Xi у Xi W / ш L 11« I

* В отличие от формулы, приводимой в Р), мы изменили знак со (а, | /1) 
приа=£1. При таком обозначении предельные распределения для сумм независи­
мых неотрицательных случайных величин соответствуют (3 = 1, в то время как в 
обозначениях (Ч они соответствуют р = — 1 для «уі и (3 = 1 для а = 1.
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Доказательство. Введем функции
ОО

«а,„ (х) = j exp {— itx — (1 — h) ta} dt (a 1); 
0
CO

7 p (г) = j exp {it — zt*} dt 
о

(а^1,Кег>0). (56)

Сравнение (5a) и (56) с формулой (2) показывает, что 

кр(—х, а, 6) = Re иа>ч а¥=1);

^хр{х, а, ₽)= (а^=1;Л>0).

(5a)

(6а)

(66)

Покажем, что при а > 1 поворот контура интегрирования в (5а) на угол
6==-т (т~агсН I (3-«)<e<—J|(a-I)<o)

не меняет значения интеграла. Условимся 
записывать значение интеграла (5а) по 
любому контуру С через 1с.

Пусть L = Lz + Lo — Lx -ф контур, 
изображенный на рис. 1 (направление 
Lx составляет с положительной осью х 
угол &). По теореме Коши

h = Itz + — + Ilr = 0.

Интеграл — 0 при е — 0, так как
подинтегральная функция остается огра­

ниченной вблизи нуля. Интеграл /ф? —0 при R-^oo, так как при 
подходящем выборе положительных постоянных 8 и С модуль 
подинтегральной функции мажорируется функцией С ехр {— 87?}. После 
поворота контура интегрирования на угол 6 в (5а) и интегрирования по 
частям получаем

i 1 ? Г г 1 arc tgv+ — (1 — У)) 1««.v(x) = -^ + ^ ехр (ш- ~е U 2 1 “’’u^du. (7)
о v

^Z ™ I
Выберем теперь v = — 3 tg у — так, чтобы — arc tg v = — arc tg v -ф

+ 2”^ — и IFI 1 • Это всегда можно сделать, поскольку 
”• 1 Л 1 /О о \ 1 . , ~ О 1 \ 7Г 1 7Г

Равенство (7) позволяет выразить функцию через и

а^хи^ (аре) = и 1 —iv
а. 1/«

Это соотношение совместно с (6a) и (66) доказывает теорему. 
Функция р (х, а, р) при фиксированных значениях а неестественно 
распадается на две ветви: положительную (при х>0) и отрицатель­
ную (при х<0). Отнесем положительной ветви точку с координатами 
(а, р) в квадрате / и отрицательной ветви — точку с теми же коорди­
натами в квадрате // (см. рис. 2).
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Связь между ветвями функции ^(х, а, Р) при а>1 и а<1, уста­
новленную формулой (4), можно наглядно представить себе как'точеч­
ное отображение правых половин квадратов 1 и II в левые половины
тех же квадратов. При этом область
Н квадрата II отображается на об­
ласть Н квадрата I по формулам (4):

а = —, р= а ’ г

(на рис. 2 показаны образы линий об­
ласти И, задаваемых уравнениями = 
= — 1, — х/2> 0, Va, 1). Квадрат //со 
всеми деталями деления его на обла­
сти получается из квадрата / отра­
жением относительно оси a; G — 
образ G.

Формулы (3) и (4) позволяют сво­
дить изучение устойчивых законов 
с показателями а > 1 к изучению 
устойчивых законов с показателями 
а<1. Приведем несколько примеров.

1°. Из асимптотического разложе­
ния плотности р(х, а, 1) в нуле для 
а<1, принадлежащего Ю. В. Лин­
нику (2) и И. А. Ибрагимову, можно 
получить следующее асимптотичес­
кое разложение плотности р(х, а, 1) 
для а > 1 при х — — оо (первый член 
этого разложения был найден А. В. Скороходом (3)).

р(х, а, 1) — | х| 1 1/ (х, i + S^fa) (а (х, а))~п

где а (х, а) = cos у (2 — а) | х |я ] “ 1
функция а.

2°. Из формулы

(а) рациональная

—функция Уиттекера), найденной Поллардом ли 
равенства (4) получаем новые формулы: ' )> при помощи

= 1/в/

Р (х, 2/3, 0) = /41 х \-^i^
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При изучении устойчивых законов может оказаться полезной также 
следующая теорема, являющаяся обобщением теоремы 3 работы (2) 
Ю. В. Линника.

Теорема 2. Если показатель .устойчивого закона а = т!п<Д 
рациональное число, (т,п)=1, то плотность р(х, а, является 
действительной частью функции V (х), удовлетворяющей уравнению

(
' л \ т—1 л
5 т4) 6 + (8)

/ ' / mil

----- — 1 + —
здесь x — ^-z т и V(x) — i

Для значений = (^ = 0,1...........эт0
уравнение упрощается и принимает вид

(
. п \ яг—1 . . , п

► | / Г т /І \}
(9)

здесь = — 5cos у (у- —и р(х, a, pft) = тxfa) (й = 0,1,.. . ,т).
Решая уравнения (8) и (9), нетрудно получить явные выражения 

для р(х, ₽) и р(х, 7з, 1), именно:
4

Р (X, -/„ 1) - Ч- ^У'Кч. [/3 ч. (Д) '•]

(Кч, М — функция Макдональда). Эта формула была найдена ранее 
Н. В. Смирновым.

Р (х, 72, ₽) = Re {/к е~* - 2Zw (г)} (х > 0),
где

Z

w (z) — e~z‘^et2 dt, 
о

(1 + р) - £(1 - р) 
2К2х

При р = 0 плотность р(х, 0) выражается через хорошо изученные 
интегралы Френеля. Все приводившиеся специальные функции табу­
лированы (для функции w(z) недавна появились таблицы К. А. Кар­
пова (5)).
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