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МАТЕМАТИКА

А. В. СКОРОХОД

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ УСТОЙЧИВЫХ 
ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 1 VII 1954)

Каждый устойчивый закон распределения подходящим преобразо­
ванием независимой переменной можно привести к каноническому за­
кону, определяемому характеристической функцией

/ (О = ехр {— | t\a (1 — ф sign Ztg а)} , 

/(/) = ехр{—|/|(1 + /-^-psignHn \t |)} ,

а=£ 1*;

а = 1,

где 0<а<2, — 1 <£<1 (см., например, (т), стр. 177).
Так как нахождение плотностей устойчивых распределений в общем 

случае невозможно, возникает задача: изучить асимптотическое пове­
дение плотности устойчивого закона на концах того интервала, где 
она отлична от нуля. В случае а<1, р = 1 таким интервалом будет 
полупрямая (0, + сю), при а<1, p = — полупрямая (—оо, 0),
в остальных случаях — вся прямая.

Обозначим через р(х,

---------------------------- - 1 а б л и ц а 1

а < 1 а = 1 а > 1

0 = 1 4-00 1(3) х—ч-оо II х->4-оо 1П(4)
Х-» 0 (х>0) iv о X—►—ОО V х—*—оо VI*

-1<э<1 •4-со 1(4 X—* -J-OO II х—4-со Ш(‘)
X——СО 1*(4 X—>—оо II* Х-^-ОО ш»(4

0 = -1
Х-* —со 1*(4 X—►—оо 11* Х~*—ОО Ш*(4

о (х<0) 1V*(4 х-»4-со V* X—4-00 VI

oTRA-rcTRVTnHT,^ - - • плотность устойчивого закона пои со-
равенство значениях параметров а и р. Так как имеет место

Р( х, а, fi) = p(x, а, Р), 
5°Л™и СЛУЧаИ + ~ и ^0(х>0). Случаи

(х<0) получатся отсюда заменой х на —х.

Эта замена сделан"3 длТтого^чтобы3 предельн "° сравнению с обычно принятым, 
случайных одинаково распределенных ве^Хгда^ ожительных
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Табл. 1 и формулы I — VI дают сводку известных в настоящее вре­
мя результатов, относящихся к поставленной выше задаче.

I- Р (х, а, р) = А- 2

(—1)л—1 Г (па-|-1) А . и», о % \п^ , Г те . , [а, те \1
«Л = ----- -----+ ₽ tg -2“ “J sin п + arctgfptgy ajj

/2 \ 1 *
II. p{X + ^\nx,^\)=^b^+O(rN^

k=l
co

bk = Im e~vvh [i + ф —у ,8 In dv.
о

1 N
HI. p(x, a, p) = — 2 anx~an +

n=i

(—1)”-^ (па + 1) А по . 2 77 \”/2 j Г те । х /оа кап = — ---- U + Р“ tg з* а) sin я |"2'а + arc tg аД

IV. р(х, а, 1) = А (а) X
1 — ■

а2(1-а)

Д(а)=--------
/ 7Г \(^cos —а 1

У 2те (1 — а)

—1—Г / —в\-| 
ехр(—В(а)х-Х(“)) X [1 н-О(л2 /J;

1
га-а)

; 5(а) = (1 —а)а / те^cos -у а

V. р(х, 1, 1) = —7= ехр—f-x-------е
теКе I 4 ™

-± Х1-е)4

xW = r^- 
4 7 1 — а

1 2 2

-1+^ г / -^+«
VI. р(х, а, 1) = Д'(а)х ехр {— В' (а)хх'(“і} X [1 + О \х 2

а ' COS-^-a 
Д' (а) =-------z

К2те(а —1)

В каждой клетке таблицы приведены номер формулы и ссылка на 
работу, где эта формула опубликована впервые. Формулы, отмеченные 
в таблице звездочками, получаются из соответствующих формул без 
звездочек заменой х на —х и р на —р. Следует отметить, что слу­
чай р = 0 специально изучался Винтнером (2). Формулы IV, VI были 
впервые предложены А. Н. Колмогоровым без строгого обоснования и 
без указания постоянных Д(а) и В (а). Отсутствие ссылок означает, 
что соответствующие формулы приводятся впервые в настоящей 
заметке.

Доказательство формулы VI ничем не отличается от доказатель­
ства IV (см. (5), теорема 1).
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Рассмотрим доказательство формулы V. Из формулы обращения 
получаем: 

СО
р(х, 1, 1) = -^-Re ехр{— itx — t ^1 + -^-1п /)} dt. 

о
-- — X

Сделаем заметку t = ие 2 . Получим: 
те со те

р(х, 1, 1) =-i-е 2 Re^exp{— е 2 и (1 + ~ In zz^ du. (у) 
о

Пусть переменная и меняется в комплексной плоскости с разрезом 
вдоль вещественной оси от Одо —оо. Используем для оценки выраже­
ния (у) метод перевала (см., например, (6)). Возьмем следующий кон­
тур интегрирования: от 0 до i / е (i / е и будет точкой перевала) вдоль 
мнимой оси, потом по дуге окружности с центром в нуле от i\e до 
1 /е, дальше по вещественной прямой от 1 /е до + сю. Находим сразу:

Z/e 2
Л = Re ехр и — i — alnu

о

du = 0.

Оценим теперь интеграл по вещественной оси:

Рассмотрим интеграл по дуге окружности. Положим

еи = е

После преобразования получим:
ПІ2

€ СЛ = у Re \ ехр {— 5 (cos ® + ® sin ® — 1 — z sin + i ® cos ©)} e~ivd®, 
о

. 2где$ = -е
Выражение cos © + ® sin © — 1 достигает минимума при ® = 0 и мо­

нотонно возрастает с изменением © от 0 до те/2. Поэтому при доста­
точно малых у справедлива оценка:

п/2

ехр {— (cos ср + sin ср — 1 — i sin ср + cos ср) d®
’п
Пусть т; = S 1/a+s. Тогда

•п
ехр [(— cos ср — ср sin ср + 1 + i sin ср — cos ср) с] d® = 

о

Сопоставляя все эти оценки и подставляя значение с, и получим 
доказательство формулы V.
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Для доказательства формулы II в выражении 
р (х 4- р In X, 1, р) =

ОО

= -^-Re ехр{— iu(x + -|-ріпх) —Ц1 + -^^ilnu^du 
о

сделаем замену iux = v, потом повернем контур интегрирования на 
угол я / 2 по часовой стрелке, после чего получим:

ОО

p^ + 4lnx) = ^lm $ехр{-^ — V + -J(1 +₽)}^- 
о

Разлагая выражение в правой части последнего равенства по сте- 
. пеням х-1 по формуле Тейлора с остаточным членом, мы и получим 
требуемую формулу для ₽>0. Для доказательства этой формулы при 
Р<0 рассмотрим функцию

СО

® (z) = Re \ exp {— in — uz (1 + ~ p i In u^ du, 
0

которая связана с плотностью следующим образом:
p(x + Apinx, 1, = х>0.

Производные функции <p(z) ограничены при z-»0, z>0. Чтобы 
доказать это, достаточно выражение

ОО

^(z) = Re ^ (— l)kuk Pi In «У exp{— iu — uz (1 + ^-Pi In u^du 
1

проинтегрировать k + 1 раз по частям. Интегралы, которые при этом 
получаются, будут сходиться равномерно при Imp<;0 и при ImP<0 
будут аналитическими по р. Из теоремы о единственности аналити­
ческих функций следует, что при р<0 коэффициенты в разложении 
®(z) по z будут выражаться теми же аналитическими выражениями 
от Р, что и при Р>0. Это и завершает доказательство формулы II.

Интересно отметить, что свойство плотности быть целой аналити­
ческой функцией при а>1 (см., например, (1), стр. 107) сохраняется 
и для случая а=1, Р=#0. Для доказательства повернем контур интег­
рирования в формуле

ОО

р(х, 1, Р) = ^-Re ^ехр{—Дх — /(1 +-^-p/ln 
о

на угол (—тт / 2) (Р считаем положительным). Получим:
ОО

р(х, 1, р) = ~ ехр{— их — Р —«In и} sin {(1 + Р) и} du. 
о

Отсюда легко следует доказательство нашего утверждения.
Приношу глубокую благодарность А. Н. Колмогорову и Е. Б. Дын- 

кину за руководство настоящей работой.
Московский государственный университет Поступило

им. М. В. Ломоносова 1 VII 1954
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