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СОБСТВЕННЫХ И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ВЕКТОРОВ ЛИНЕЙНОГО 

ОПЕРАТОРА В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком. В. И. Смирновым 14 VI 1954)

Разложение по собственным функциям линейных регулярных не­
самосопряженных дифференциальных операторов было предметом 
исследования многих авторов (см., например, (К 2)). В недавней работе 
М. В. Келдыша (3) были изучены некоторые классы линейных опера­
торов в гильбертовом пространстве и для этих классов установлена 
полнота их собственных и присоединенных векторов. Применение 
этих результатов привело к ряду новых критериев полноты для регу­
лярных несамосопряженных дифференциальных операторов, обыкно­
венных и в частных производных. Другие критерии полноты для 
регулярных несамосопряженных дифференциальных операторов были 
получены в статье М. С. Лившица (4).

Случай нерегулярного несамосопряженного оператора второго 
порядка

^У) = — У" + р(х)у, (1)

где р (л) — комплексная суммируемая функция, был рассмотрен авто­
ром в (5). Однако другой часто встречающийся случай, именно случай 
комплексной функции р(х)-^<х>, до сих пор не рассматривался.

Ниже приводятся некоторые общие предложения о полноте системы 
собственных и присоединенных векторов несамосопряженного опера­
тора, имеющего дискретный спектр. Применяя эти предложения, 
можно получить различные условия полноты системы собственных 
и присоединенных функций дифференциального оператора второго по­
рядка при р(х)->оо.

Теорема 1. Пусть А — замкнутый, линейный оператор, задан­
ный на всюду плотном линеале в гильбертовом пространстве 
резольвента Rx которого вполне непрерывна, и пусть существуют 
плотное подмножество S пространства § и последовательность 
окружностей Г„ с центром в начале координат, обладающих сле­
дующими свойствами: 1) на Гп нет собственных значений операто­
ра А; 2) радиусы гп окружностей Г„ неограниченно возрастают 
при п-^оо-, 3) для любого вектора резольвента Rx удовле­
творяет условию

шах || Rxf II -> 0 при п->ос.
xgr„ V2)

Тогда система собственных и присоединенных векторов опера­
тора А полна в

Доказательство. Пусть Х2,. . .— все собственные значения 
оператора А и пусть Хп Х2,. . ., Xhn — все собственные значения А, на- 
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холящиеся внутри Гл. Пусть, кроме того, X не является собственным 
значением оператора А и находится внутри Г„.

Применяя теорему о вычетах, имеем:

<3>
г 7—11 п

где Gy (X) — главная часть в окрестности Х;. С другой стороны, 
из (2) вытекает, что
Ш"ри <4) 

гп ~ л
так что

кп
/?х/=Иш У Gy(X)/. (5)

Но Gy (X)/есть линейная комбинация собственных и присоединен­
ных векторов оператора А (см., например, (3)), поэтому (5) означает, 
что Rxf есть предел таких линейных комбинаций, т. е. что эти ли­
нейные комбинации плотны в R-^, а значит, и в Rx^', так как Rx^ 
плотно в то теорема доказана.

Замечание 1. Пусть в дополнение к условиям теоремы 1 окруж­
ности Гл можно выбрать так, что каждое кольцо между Гл_г и Гл, 
начиная с некоторого, содержит в точности одно собственное значе­
ние оператора А. Тогда для любого вектора /б® имеет место разло­
жение в ряд по собственным и присоединенным векторам:

ОО
Rxf^GjWf. (6)

/=1
Замечание 2. Условие 3) теоремы 1, очевидно, выполнено, если 

11m ||0 при п-^оо; (7)
xgr„

при этом можно положить ® = ф.
Теорема 2. Пусть А, Гл, <5 — те же, что и в теореме 1, и пусть 

В — линейный оператор в § такой, что: 1) 8 с ©д П где ©д и 
©в — области определения А и В; 2) при всех достаточно больших 
п и X б Гл: а) (А В — XI) 8 плотно в

б) || RxBf\\^q H/Ц для всех ffzQ, где ^<1. (8)
Тогда оператор А+ В имеет замыкание А + В, резольвента опе­

ратора а'+'в также вполне непрерывна, и система собственных и 
присоединенных векторов оператора А А- В полна в

Доказательство. Из (8) вытекает, что при достаточно боль­
шом п и X б Гл оператор RxB ограничен и определен на плотном мно­
жестве; следовательно, он однозначно продолжается с сохранением 
нормы до ограниченного оператора в Пусть Сх— этот ограничен­
ный оператор, так что RxB а Сх; в силу (8) || Сх || ^ ^, и потому 
существует ограниченный обратный (1 + Сх)-1, причем

ІКІ + СхГІІ^т^. (9)
ч

Положим Dx = (1 + СхУ^А тогда для /б® Dx(А + В — Х1)/ = /. 
Действительно,
Ох(Д + В-Х1)/=(1 + Сх/^х И - XI +5)/=(1 +-СхГ(1 +/?лД)/= 

^(І + СхГЧІ +Cx)f = f.
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Это показывает, что существует (А + В — XI)-1, причем (Л + В — 
— M)-1cz.Dx- Так как Dy ограничен, то (А + В—XI)-1 также огра­
ничен и потому имеет замыкание. Но тогда А + В— XI, а значит, 
и А + В имеет замыкание, которое обозначим через А+В. Оче­
видно, также (А + В —Xl)-1cz Dy.. Однако в действительности (А + В — 
— Х1)-1 = £>х, ибо, по условию, совокупность всех векторов(А + В — 
— XI)/, /€©, плотна в§. Действительно, отсюда вытекает, что область 
определения оператора (А + В— XI)-1 также плотна в так как этот 
оператор ограничен, то область определения его замыкания (А + В — 
— XI)-1 совпадает с

Таким образом, оператор Dy = (1 + C^Ry является при данном X 
резольвентой оператора А + В-, как произведение вполне непрерыв­
ного Ry на ограниченный (1 + Су)"1, оператор Dy вполне непрерывен. 
Следовательно, при достаточно большом п оператор Ry вполне непре­
рывен для всех точек X € Гл; отсюда, применяя известное соотношение 
Ry— Ry = (р — K)RyRy, заключаем, что Ry вполне непрерывен для всех 
точек р, не принадлежащих спектру оператора А + В.

Наконец, из (2) и (9) вытекает, что при /€©

max || Dx/|Kmax||/?x/|L—Ц-*0 ПРИ «-*00- (Ю)
хег„ +г„ 1 - 9

На основании теоремы 1 отсюда следует полнота системы собственных
и присоединенных векторов оператора А+В.

Замечание 3. Условие а) теоремы 2 выполняется, если при 
достаточно большом п, Х€Гл и /€(А —XI) g

II BRyf\\<qy ІІ/Ц, (И)
где qy<A, и (А — Xl)g плотно в

Доказательство. В силу (11) BRy ограничен и определен на 
плотном множестве (А—XI) О, и потому он продолжается единствен­
ным образом до ограниченного оператора в который обозначим 
через Qx- При этом || Qx|K^x-< 1; следовательно, оператор (1+Qx)-1 
определен во всем пространстве § и ограничен. Но (А + В — XI) g = 
= (1 + BRy)(А — XI) g = (1 + Qx)(A — XI) £; так как (А — XI) g плотно 
в § и (1 + Qx)"1 ограничен, то и (А + В — XI) g плотно в

Замечание 4. Условия теоремы 2 будут выполнены, если А — 
полуограниченный снизу самосопряженный оператор, резольвента Ry 
которого вполне непрерывна, а В — ограниченный оператор такой, что

ЦВІК/ДМХп-Х^), (12)

где Хп Х2)... — собственные значения оператора А, расположенные 
в порядке возрастания; при этом в качестве © можно взять линейную 
оболочку собственных векторов оператора А, а в качестве Гл— окруж­
ности радиусов гп = 1/2(Хл-і + Х„).

Действительно, пусть Рп — оператор проектирования на подпро­
странство всех собственных векторов оператора А, отвечающих его

ОО

собственному значению Х„. Тогда Ry= 2 (^ — Хп)"1^ и, следовательно, 
Л=1

||/?x|K(min|X —Хп|)-1. Но min|X —Х„| = 1/2(Хя —Хп-х), и потому, при 
достаточно большом п, гп

\\RyB\\^q, ||Д/?х||<^ на Гл, (13)
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где
1 

q = И В И'

Л-*оо
В силу (12) число е>0 можно выбрать настолько малым, что 

72 Hm (Х„ — k,,-/) — s > 11В ||;
П—>оо

следовательно, ^<(1, и условие (8) выполнено.
Далее, пусть /6(3; тогда f = j\ + Л + • . ■ + fm, 

Следовательно, Pnf=Q при n>m, и при Х€ГЯ.
где Pkfh^fn-

Wil8 = Pnf
*~Ч и-v

т
min I А — I2 2 II = min |X —Xft|2 11-^ II2’

Kh<m k' h-1 1<Л«п' k'
при n-^oo Х€ГЯ и при фиксированном f последнее выражение ->0, 
так что (2) тоже выполнено. Наконец, в силу (13) и замечания 3 усло­
вие а) также выполняется.

Замечание 5. Условие (12) выполняется, если
— ^п~1 —> оо при п -> оо; (14)

следовательно, при выполнении всех остальных условий замечания 4 
имеет место полнота собственных и присоединенных векторов опе­
ратора А + В.

Покажем на примере, как применяются эти предложения к сингу­
лярным дифференциальным операторам. Пусть А — самосопряженный 
дифференциальный оператор в оо), порожденный дифференци­
альным выражением 1(у) =—У"-Ур(х)у и краевым условием у'(0) — 
— 6^(0) = 0, где 0 — вещественное число, а р(х)— вещественная не­
прерывная функция, причем р(х) —> 4- оо при х—+ оо. Как известно 
(см., например, (6))> оператор А полуограничен снизу и его спектр 
дискретен. Выберем р^х} таким образом, чтобы оо при
п —>оо, например p{x) = xk, ky>2. (Из известных результатов Титч- 
марша (’), теорема 7.3 вытекает, что при р(х)=хк, &>2, будет 

2fe
Cnk+2, причем ^р>1.) Пусть теперь ^(х)— произвольная суще­

ственно ограниченная измеримая комплекснозначная функция, а В — 
оператор умножения на q (х). Для оператора А + В выполнены усло­
вия замечания 5, и мы приходим к следующему результату:

Пусть q(x), 0<ix<(oo,— произвольная существенно ограничен­
ная измеримая комплекснозначная функция, 6 — произвольное дей­
ствительное число. При £>2 спектр оператора L, порожденного 
дифференциальным выражением 1{у) = — у" + {xh + q {х})у и крае­
вым условием у' (0) — 9_у(0)=0, дискретен, его резольвента есть 
вполне непрерывный оператор, и совокупность собственных и при­
соединенных векторов оператора L полна в £f2(0, <?о).

Поступило 
8 IV 1954
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