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МАТЕМАТИКА

Ш. ЛУВСАНЦЕРЕН

ОЦЕНКИ НАИБОЛЬШЕГО ПРАВДОПОДОБИЯ И ДОВЕРИТЕЛЬНЫЕ 
МНОЖЕСТВА ДЛЯ НЕИЗВЕСТНЫХ ПАРАМЕТРОВ СТАЦИОНАРНОГО 

ГАУССОВСКОГО ПРОЦЕССА МАРКОВСКОГО ТИПА
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 7 VII 1954)

Предварительно сформулируем две общих теоремы. Первая из них 
является перенесением на более общий случай известной теоремы об 
асимптотическом поведении оценок наибольшего правдоподобия, 
построенных по независимым наблюдениям (см. Ц), стр. 544, и (5)).

Теорема 1. Рассмотрим последовательность пространств 
элементарных событий 61^ (п=\, 2,...). Пусть в £2(л) задано 
семейство распределений вероятностей Р^ (А)*,  зависящее от пара­
метра 6 из некоторого числового интервала I. Предположим, что 
Р^ (А) задается плотностью рп^', (® б О(п), 9 б /) относительно

* А —элемент некоторого боролевского тела подмножеств пространства
** Корень 0„(ь>), удовлетворяющий условию (2), называется равномерно состоя­

тельной оценкой для 0.

некоторой меры в £!<">. Предположим далее, что для последо­
вательности функций Ln(m; Ь)==дInрп(у>; Ь)/дЬ и Сп(0) = DLn{w- 0) 
для всякого г > 0 при п—^ое равномерно по 6 € I выполнены 
условия:

в) для любого 8>0 существует постоянная К, не зависящая 
от 6 и п такая, что

^П){ I > ^} <8 для 6, б € I, п = 1, % . . .

Тогда:
I. С вероятностью, равномерно по стремящейся к 1, уравне­

ние наибольшего правдоподобия
£Д®;6) = 0 (1)

имеет корень^®) такой, что для любого Оприп-^ оо равномерно 
относительно 6 6 I

^вп){[6п(<») — б|>е}->0*\  (2)

II. Если — корень, удовлетворяющий соотношению (2), то

lim Р^ [рп (®; 0„ (®)) = max} = 1. 
п—>со

III. Решение 6„(о>), удовлетворяющее (2), единственно в следую­
щем смысле: если б^ю) и — два решения уравнения (1), удов­
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летворяющие условию (2), то при п—>х равномерно по 0 6/ 
(«)}-> 0.

IV. Если при п->оо равномерно относительно 0 6/ имеем 
Рьп\С^'і' (0)£„(w; 6)<Д}-^F(x)  (F (х) — некоторая функция рас­

пределения'), то прип-^ооравномерноnoOQ I P^C'n (0)(0„(®) — 6)<; 
<%}-> F(x).

*

* Здесь и всюду в дальнейшем, говоря о сходимости функций распределения, 
мы подразумеваем, так называемую слабую сходимость, т. е. сходимость в каждой 
точке непрерывности предельной функции распределения.

** Символ ~ означает, что отношение левой части к правой при п -> со схо­
дится к 1 равномерно относительно 0 6/-

Во всех известных до настоящего времени случаях функция рас­
пределения F(x), фигурирующая в теореме 1, яляется нормальной 
функцией распределения, и поэтому для больших п по заданному 
а (0<}а<^1) можно найти число ха такое, что имеет место 
приближенное равенство

P^{C~4‘^)\Ln^- 6) | <ла} ~ 1 — 2а **,  где а = —U f е^12 dt.
У 2тг J

•га
Обозначим через Л/а(®) и /ИД®) доверительные множества для 6, 

определяемые, соответственно, неравенствами:

С^(6)|0л-0| ^ха, |£„(®; 0)| = С^‘ W\Ln(v, 6)|<ха.

Предположим, что выполнено следующее условие: для всякого 
s>0 при п —>ооравномерно относительно 0 € 1

(в.

Тогда Р[п} {С^ (Од) | 0д — 0 | <_ Ха} — 1 — 2а, и мы можем рассматривать 

еще одно доверительное множество Ма(т), определяемое неравенством 
Сп*  (0л) | Од — ОI <х&.

Известно, что доверительное множество в случае незави­
симых наблюдений обладает определенными оптимальными свой­
ствами (2). Не такие доверительные множества часто бывают очень 
сложны. Напротив, доверительное множество Мл (®) является наи­
более простым, ибо оно представляет собой просто интервал. 
Теорема 2 показывает, что при широких условиях все три типа 
доверительных множеств асимптотически эквивалентны.

Теорема 2. Пусть СДбХоо всюду, кроме, быть может, 
конечного числа точек и пусть функция распределения оценки Од 
сходится к нормальной равномерно по Об/ при п-*оо.  Предполо­
жим, что выполнено условие (В). Тогда доверительные множества 
/ИД®), /ИД®) и /ИД®) асимптотически эквивалентны в том смыс­
ле, что попарные отношения их лебеговских мер при п—>оо схо­
дятся по вероятности к 1 равномерно по Об/.

Отметим, что теоремы 1 и 2 распространяются и на случай не­
скольких неизвестных параметров.

Переходим к изучению марковского гауссовского стационарного 
процесса

?2> • • .Дп,... (з)
Такой процесс определяется следующими тремя параметрами: 

а = МЪь = Жй-ц, а2 = = Dtk+1, X = p(^k, Вд^і), где символы М, D
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и R обозначают, соответственно, математическое ожидание, дисперсию 
и коэффициент корреляции соответствующих величин, a k — любое 
целое положительное число. Вопрос об оценке параметров процесса 
(3)*  решается нами для случая, когда а2 известна. Не ограничивая 
общности, можно принять с = 1.

* Этот вопрос был поставлен А. Н. Колмогоровым в 1948 г. В работе (3) 
Ю. В. Линника построены доверительные множества для X при четырех разных 
предположениях относительно известности а и а. Доверительные множества 
Ю. В. Линника действуют для любых, в том числе малых, значений п. Но, в отли­
чие от рассматриваемых нами доверительных множеств, они не являются опти­
мальными в каком-нибудь смысле.

Плотность вероятности величин ?2, • • - Дл имеет вид
Рп^х» . . ., хп- а, а, X) =

JL
=(2к) 2 (1 - X2)

п—1 . . . п
2 з—"exo I___ * 1 ■ V л.

ехР \ 2 1—х2 У1'
— a) (Xj — а)\

где II да
о

а — 0 w а = 1.

д\прп (хъ . . хп\ X)

Лемма. Пусть 
правдоподобия для к

Тогда уравнение наибольшего

дХ
с вероятностью, стремящейся к 1, 
Хп = Хп(хп ..., хп), который является 
оценкой для X.

когда п-^ос, имеет корень 
равномерно состоятельной

Оценка Хп выражается через достаточные статистики нашей задачи
Х1 + 2х2 + • ■ • + 2^«—! + ХП а именно

является корнем уравнения Т _^ = — , для решения которого
можно дать весьма простой графический метод.

В случае а = 0 и а = 1 имеет место следующая теорема о пре­
дельном распределении оценки Хл.

Теорема 3. а) Функция распределения 7—~ 
при п-^оо стремится к нормальной функции распределения Ф (х) 
с параметрами 0 и 1 равномерно относительно X € (—1, 1).

б) Преобразованная оценка

+ . . . + хх_ххп 
п — \

с

О

о
— X

1

а

= 0

асимптотически ^распределена по нормальному закону с парамет­
рами ф(Х) и УУп—Л , причем стремление к предельному распре­
делению будет происходить равномерно по Х€(—1, 1).

Основываясь на теореме 3, можно построить доверительные 
интервалы для ф(Х) и X следующим образом:

Уп} — хЛ ^-1-= < ф (X) < ф (Хп) + хЛ JL~ 1 — 2а;
У п — 1 У п — 1 J

Р^л - Ха  г —________ -______ I
У(п-1)(1 + Х2) У(п-І) (1 + X2) /

1 — 2а.
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Доверительный интервал, определяемый последним соотношением, 
является оптимальным в смысле Уилкса.

В случае, когда известны X и о2 (® = 1), уравнение наибольшего 
правдоподобия для а дает оценку:

Л—1 *

* Эта формула является тривиальным видоизменением формулы Гренандера (4) 
для случая непрерывного марковского гауссовского стационарного процесса 
с известной корреляционной функцией.

Xi + хп + (1 _ X) 2 Х[

ап = ап {Хі, ...хп) = 2 + (1— X) (п — 2) ’

Оценка ап распределена по нормальному закону с параметрами а 
и -г 1 + х _ Отметим, что ап является состоятельной оцен- 

К2 + (1 — X) (л — 2)
кой для а, но скорость ее сходимости к а сильно ухудшается при 
значениях X, близких к 1.

В случае неизвестных а и X (при известной а2 = 1) имеет место 
следующая теорема о совместном предельном распределении оценок 
наибольшего правдоподобия для а и X.

Теорема 4. Система уравнений наибольшего правдоподобия

д 1прп(хи хп; а, X) д 1прп(хъ . . хп\ а, X)
ОХ ~и’ да ~U

с вероятностью, стремящейся к 1, когда п—>оа, имеет решение
хп), ап(х1г ..., хп), такое, что при п—>оо равномерно 

в области — 1 <; X < 1, — оо< а <; оо

ИЗИ,,,,- а}<у

Итак, оценки ап и Хя оказываются асимптотически независимыми. 
Из теоремы 4 можно вывести, что
)(n) ^n-ljfl + x2) 
“’Ч (1-х2)3 (Хл-Х)2 + (л—2)(1—Х) + 2 

1+Х„
(а„ —й)2<Ху}

где /у — корень уравнения у = e~V2 и 0 < у < 1.
В силу аналога теоремы 2 для случая нескольких неизвестных 

параметров можно утверждать, что задаваемое этой формулой дове­
рительное множество для одновременной оценки параметров а и X 
является оптимальным в смысле Уилкса.

В заключение пользуюсь случаем принести глубокую благодарность 
доктору физико-математических наук Е. Б. Дынкину за руководство 
при выполнении настоящей работы.

Поступило
7 VII 1954
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