
Доклады Академии Наук СССР
1954. Том XCVIII, № 5

МАТЕМАТИКА

М. М. ДЖРБАШЯН

МЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЗНАКИ ПОЛНОТЫ ПОЛИНОМОВ ПРИ 
ВЗВЕШЕННОМ ПРИБЛИЖЕНИИ НА БЕСКОНЕЧНЫХ КРИВЫХ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 5 VII 1954)

В заметке (*) нами были приведены некоторые метрические при­
знаки полноты полиномов на бесконечных кривых при взвешен­
ном среднеквадратическом приближении. Указанные признаки полноты 
остаются в силе и в случае взвешенно-равномерной аппроксимации.

В настоящей заметке приводятся формулировки ряда общих 
предложений о взвешенно-полиномиальных приближениях на беско­
нечных кривых более общей природы.

1°. Пусть неограниченная кривая линия L имеет конечное число 
ветвей, удаляющихся в бесконечность, не содержит петель и спря­
мляема в любой конечной части плоскости z. При этом заметим, 
что L может состоять из конечного числа связных кусков. Линия 
L разобьет плоскость z на конечное число односвязных неограни­
ченных областей О2,..., Gm.

Предположим, что каждая из областей Gj содержит некоторый 
угол с положительным раствором (j = 1,2,..., т). Допустим 
далее, что длины дуг о линии L, отсчитанные от определенной 
фиксированной точки данного связного куска, являются однознач­
ными функциями от | z |, начиная с некоторого i z | г0; при этом
полагаем, что

И>г„, (1)

где М — постоянная, не зависящая от z.
Следуя обозначениям заметки (*), будем говорить, что веществен­

ная функция р^г), заданная на полуоси [а,4-оо), принадлежит к 
классу А, если при г^а^>0 она представима в виде

Г
P0(r) = P0(a) + ^^dt, (2)

а

где функция w(/)>0, определена на полуоси [щ+оо), не убывает 
и lim о> (/) = + оо;

ОО
Скажем, что вещественная функция p(z), определенная и изме­

римая на линии L, принадлежит к классу А [рДг)], если сущест- 
вует функция рй(г)£А такая, что

Р(г)>А>(И) при z^ L и |z|>rx.

Отнесем к классу Lz[p(z)\ все функции f(z), определенные и 
измеримые на линии L, для которых сходится интеграл

\e~PV)\f^zY\2do{z). (3)
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Отнесем к классу C[p(z)] функции /(г), определенные и непре­
рывные на £ и удовлетворяющие условию

lim е~P^f^z) = 0. (4)
И—-ОО

Теорема 1. Если

dr = + оо, ш = max {«/}, (5)
тогда:

1) для любой функции f(z)£ L2[p(z)]
inf 5 е~Р^ \f(z) — Q (z) \2do (z) = 0; (6)

2) для любой функции f(z}£C\p(z)\

inf maxe~P^\f{z) — Q(z)\ = 0, (7)

где {Q} — всевозможные полиномы*.
2° . Приведем обобщение теоремы 1 в случае, когда кривая L, на 

которой происходит аппроксимация, топологически эквивалентна всей 
оси (— оо, + оо).

Пусть кривые С+ и С_, лежащие в плоскости w (w = re16), обе 
начинаются в точке w = 0 и не имеют других общих точек.

Пусть & = Ф+(г), 3- = Ф_(г), оо, — я<Ф_(г)<Ф+(г)О,
суть, соответственно, уравнения кривых С+ и Св полярных коорди­
натах, причем функции Ф+(^), Ф_(г) непрерывны и дифференциру­
емы при г^га. Пусть на кривой L = C+yC_ задана вещественная 
непрерывная функция p(z) 6 А [р0([z|)]. Как и в Г, определим классы 
функций L2[p(z)] и C[p(z)] на кривой L.

Теорема 2. Пусть сходятся интегралы
ОО ОО
^(гф;(/-))|, ^(гФ1(г))| (8)

и для 0 (г) = Ф+ (г) — Ф_ (г)

Если

lim inf 0 (г) lim sup 0 (г) < Х2 < 2п.

ехр du 
и 0 (и) dr = + оо

(9)

(Ю)

и
СО р Г —.
С До (г) С du ,— expl dr^^OO,

L rx
(И)

то система полиномов полна на L в классах функций L2[p(z)] и 
С[р(г)] в смысле (6) и (7), соответственно.

* Утверждение (6) теоремы 1 содержится в нашей работе (1), а утверждение 
(7) является следствием утверждения (6), хотя и не было особо сформулировано 
нами в работе Р). В 1951 г. в работах С. Н. Бернштейна (2) и Л. Карлесона (3) 
другими методами результат теоремы 1 был установлен для того частного случая, 
когда приближение происходит на действительной оси (— со, + оо). При этом вве­
денному в нашей работе Р) классу весовых функций ер^х\ р(х)£А, С. Н. Берн­
штейном было дано название „нормально возрастающих".
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Из теоремы 2, в частности, следует: 
Следствие. Если для линии L

11m б (г)— — f-L < а < осЛ 
г-^+со а \ " 1 / ’

при этом
со |б (Г)-EL |
\ ------ г------^< + 00, (12)

то система полиномов полна на L в классах функций L2 [р (г)1 или 
C\p{z)] при условии

ОО
\ ТП-З- dr = + оо, «> = щах {а, . (13)
'о

3 . Пусть, как и выше, бесконечная кривая L топологически 
эквивалентна всей оси (—°°, + ос), причем ее удаляющиеся в бес­
конечность ветви представимы непрерывными функциями

У=ФМ, _у = ФДх); х>х0; Ф+(х)>Ф_(х).

Положим, кроме того, что при х^- х±^ х0 существуют непрерывные 
производные Ф_|_(х) и Ф_(х) и удовлетворяются условия

lim = Um = 0;
лг—+ОО х х^+оо X

, 114)11m Ф, (х) = Ит ф' (х) = 0.
X—+«» Л-*+со ~

Как и выше, определим на кривой L функцию p(z) 6 A [»0(l z 1)1 
и классы функций L2[p(z)] и C[p(z)].

Обозначая б (х) = Ф+ (х) — Ф_ (х), имеем теорему:
Теорема 3. Пусть сходятся интегралы

(15)
X' Xt Xi X,

Если-. a)^Hm^ inf б(х)>0 и функция р0(г} удовлетворяет условию

(16)

а при 6)^Hm^inf б (х) — 0, кроме (16), выполняется также дополни­
тельное условие

11т ———— = о Н7)Г-^+оо Ро (г) j ив (и) U) ОО

то система полиномов полна на L 
С[р&].

в классах функций L2 [р (z)] и

2* 715



Наконец, отметим, что из теоремы 3 следует также
Теорема 4. Если кривая L представляет собой границу поло­

сы или полуполосы ширины Е, то при условии

“ ~-г
V Л)(г)£ dr = + оо (18)

система полиномов полна на L в классах L2[p(z)} и C[p(z)].
В заключение отметим, что, используя метод А. Л. Шагиняна (5), 

можно установить:
Теорема 5. Если для произвольной вещественной функции 

Р (2) -С Р» (121)> определенной на данной кривой, сходятся: а) инте­
грал (5) теоремы 1; б) хоть один из интегралов (10) и (11) теоремы 
2; в) интеграл (13) следствия теоремы 2; г) интеграл (16) теоремы 
3; д) интеграл (18) теоремы 4, то в условиях соответствующих 
теорем можно указать кривые, на которых полнота не будет 
иметь места в обоих классах функций L2[p(z)\ и C[p(z)\.
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