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1. Пусть в плоском аффинном пространстве Ат задана п-мерная 
поверхность Vn при помощи векторной функции

г = rfx1, л2,. . ., х").

Поверхность Vn называется оснащенной, если с каждой ее точкой 
сопоставлена ^-мерная (k = tn — п) центроаффинная плоскость натя­
нутая на векторы Пр п2, • • •, пй, в предположении, что векторы 
г1; г2,. . ., гя; nu п2, . . ., Пй линейно независимы (где г, = дг / дх1). По­
верхность Vn со множеством оснащающих плоскостей будем обозначать 
в дальнейшем через Vn(Nk)- Разлагая векторы Гц — дг/дх’дх’ и 
пХ1 = дпх/дх1 по реперу г,-, пк *,  получим:

* Здесь и в дальнейшем все латинские индексы i, j, k, I, h, m,. . ■, пробегают 
значения от 1 до п, а все греческие х, Л, а,. . . — от 1 до k.

** Величины ф*' определяются из соотношений Фх'Фа' = ®а'’

г и = Гр-г*  + hijnx, 
Пхі = РхіГй + Г^Пх-

(1)
(2)

При переходе к новой координатной системе на поверхности 
V,, х — f l (х1, л2, . . ., х") и к новым оснащающим векторам пХ' = фх'Пх 
величины Tij, индуцируемые на поверхности Vn оснаще­
нием Nk, изменяются по следующему закону:

1 х , : = hi^. дх1 дх’ 
дх1' дх’’

а W Q h. к дх1 dxV

р Л'_ р Л дх7 dxh' d2xh dxh' 
1 ' ~ дх1' дх’’ dxh дх1' дх’' дх'1 ’

рХ' гх . х дх1 , дфх' , V дх*
I ХЧ' = Гхіфх'фх —р + —у фо —р , 

дх дх дх

г у. q hоткуда следует, что величины Kij и рх/ можно рассматривать как тензоры 
некоторого составного многообразия Lk(Bn), а Гг) и Г* г — как коэф­
фициенты связности этого составного многообразия (1). Если значком | 
обозначить ковариантное дифференцирование относительно связности
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г?,- и Гм, например ахц h = — — Г^аы — + Г^аЛ, то условия
dxR

интегрируемости основных уравнений (1) и (2) оснащенной поверхности 
Vn{Nk) примут следующий вид:

= (3)
Л*Лл = О, (4)

* Черточками обозначается удвоенное альтернирование по индексам, т. е. 
ai j = aij - ад-

^V=0, (5)
(6)

где R^k — тензор кривизны: Rkjk = dr’hj дх- + Г^Г^; R*j k — тензор 
псевдокривизны или кручения поверхности: R^jk = дГ*ь/дх-  + Г^Г^.

2. Пусть Vn(Nk) и V„ (Nh) — поверхность с двумя различными 
оснащениями. Имеет место следующая лемма:

Если поверхность Vn в каждой точке оснащена двумя различными 
плоскостями — плоскостью Nk с фиксированными координатными 
векторами пп п2,. .., пй и плоскостью Nh, то в плоскости Nk всегда 
можно так выбрать координатные векторы пп п2,. . ., Ий, чтобы

Пх = ^.Га + Пх» (7)
При переходе оснащения Nk к оснащению Nh величины h*j,  Г?, 

и Гм изменяются следующим образом:

откуда, в частности, следует, что тензор h^j не зависит от оснащения 
и целиком определяется поверхностью Vn.

Если для тензора А?/ отличен от нуля определитель Т, определенным 
образом составленный из его компонент, то, как показал Вейзе (2), 
можно однозначно определить тензор Е/, взаимный тензору Ец, т. е. 
такой, что имеют место следующие соотношения:

й^ = п^, hikhLk = kM, h'khik = nk.

Введем в рассмотрение определители:

Е = I Е^ I = I п • № + I ,
В = I В^ I = I nWWj + I,

где в определителе F строки нумеруются индексами X и г, а столбцы — 
индексами хи у, в определителе Е—строки нумеруются индексами 
х и І, столбцы — индексами X и у, в определителе В строки нумеруются 
индексами X, i, j, столбцы—х, k, I. Относительно введенных выше 
определителей имеет место следующее предложение:

Определители F, Е и В целиком определяются поверхностью 
и не зависят от выбора оснащающих плоскостей и параметризации 
на поверхности.

Тензор Eijt для которого Т =RG, F=/=Q, E=f=Q и В^=0, назовем 
регулярным, тензор Ej, для которого Т=^0 и назовем
полурегулярным. Соответственно поверхность Vn назовем регу­
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лярной, если регулярен определяемый ею тензор hy, и полу ре­
гулярной, если определяемый ею тензор полурегулярен.

3. Одной из основных проблем геометрии аффинных поверхностей 
является проблема построения инвариантного оснащения, т. е. такого 
оснащения, которое целиком определяется самой поверхностью. Эта 
проблема для впервые была решена Бляшке (3) в 1922 г.; позднее 
Вейзе (2), используя соприкасающиеся параболоиды, построил инвари­
антное оснащение Vn(Nk) (с произвольными п и k). В 1950 г. А. М. Лоп- 
шицу (4) на новом пути удается построить инвариантное оснащение 
V„(V2), а В. Д. Измайлову (5) V2{Nk). Используя теорию составных 
многообразий, можно дать новую довольно простую схему построения 
инвариантного оснащения, которую мы приводим ниже.

Введем в рассмотрение тензор вида р™ = h*j\hhtf №. При переходе 
к новому оснащению Nh тензор р"' изменяется по следующему закону:

_ тп । г^от th /о\ рх = Р\ + (8)
Имеет место следующая теорема:
Если поверхность Vn, погруженная в Ат, полурегулярна, то 

тензор р™ в каждой точке поверхности однозначно определяет 
оснащающую плоскость Nh.

Для доказательства выберем произвольное оснащение Nk с коорди­
натными векторами п,, п2,..., щи подсчитаем для этого оснащения ком­
поненты тензора р™ и~элементы определителя Е. Зададимся затем 
произвольным тензором рГ; тогда из соотношений (8) легко определяются 
величины фа, задающие переход от оснащения Nh к оснащению Nk, 
соответствующему тензору р™. Из соотношений (7) следует, что 
оснащение Nk определяется тензором р™ однозначно.

Оснащение, для которогор^ = 0, является инвариантным оснащением. 
Для этого конкретного построения необходимо выбрать произвольное 
оснащение Nh с координатными векторами Пі, п2,. . . , щ и тензором 
р™, положив затем в соотношении (8) р™ = 0, подсчитать фа, а затем 
из (7) определить векторы Пх, задающие инвариантное оснащение.

4. Исследование условий интегрируемости основных уравнений 
оснащенной поверхности Vn(Nk) (3) —(6) привело к следующим ре­
зультатам:

Если для поверхности Ил Т =)= 0 и В =А 0, то условие (5) является 
следствием условий Гаусса (3) и Кодации (4).

Для доказательства условие (3) следует ковариантно продифферен­
цировать по х1 и проциклировать полученное равенство по j, k и I. 
Используя затем обобщенное тождество Бьянки — Падова и условие 
Кодацци (4), будем иметь:

j + = 0’ (9)

Умножая последнее соотношение на h* и свертывая по i и J, 
получим:

откуда, в силу того, что В =/= 0, । j = 0.
Если для поверхности Vn T=£Q и В то условие Риччи (6) 

является следствием условий Гаусса и Кодацци.
В самом деле, ковариантно дифференцируя условие Кодацци, легко 

получить следующее условие:
huj । и + ^k \и + hu । jk = 0.
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Воспользовавшись в последнем соотношении обобщенными тожде­
ствами Риччи и используя известное тождество RjM + + Rijn = О,
получим:

h^jRiu — hdjR^ki + RiikRuj— + hhiRijh huR^jk = 0-

Заменяя затем R^jh из условия (3) через А^рД, легко придем к сле­
дующему соотношению типа (9):

(Rm - кЖ) + Au (Rm ~ + fa (R\jh - йЖ) = 0,

откуда, по аналогии, следует условие (6):

Rm = АЖ-

Совершенно очевидно, что для регулярных поверхностей условия (5} 
и (6) являются следствиями условий (3) и (4).

Если на поверхности Vn детерминанты Т и F отличны от нуля, 
то величины и Гх; выражаются через й'ц и Г?у следующим образом-.

^^Riji^Em (10}

I- = (- ед) 
\ dxJ /

где Fm — величины, взаимные элементам определителя F.
Эти предложения дают возможность следующим образом сформу­

лировать основную теорему оснащенной поверхности Vn(Nk)'
Пусть регулярный тензор hij, симметричный относительно инде­

ксов i и j, и симметрическая связность Г*- удовлетворяют условиям:

h^_=R^ А?у^ = О, h^j]kfafam = 0,

где Ах—величины взаимные htj, а величины и определяются 
из условий (10) и (11). Тогда регулярный тензор hij и симметрическая 
связность fa определяют с точностью до аффинного преобразования 
пространства Ат поверхность Vn с оснащением Nh, которое для 
данной поверхности будет внутренним. При этом заданная связность 
и тензор совпадут с внутренней (инвариантной} связностью 
и внутренним h^ поверхности Vn.

Поступило
27 IV 1954
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