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УТОЧНЕНИЕ ПЕРВОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ 
АВТОКОЛЕБАНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком Н. Н. Боголюбовым 9 VI 1954)

В предыдущей заметке автора (5) был изложен приближенный спо­
соб определения одночастотных автоколебаний и вынужденных коле­
баний нелинейных систем автоматического регулирования. Этот способ 
представляет соединение метода гармонического баланса Н. М. Кры­
лова и Н. Н. Боголюбова (13) с методом нахождения границ устой­
чивости линейных систем (4), вытекающим из критерия А. В. Михай­
лова. Рассматривались только первые гармоники для всех переменных, 
причем первая гармоника нелинейной функции вычислялась на осно­
вании только первой гармоники аргумента. В настоящей заметке 
проводится уточнение решения в тех случаях, когда при вычислении 
первой гармоники нелинейной функции (гармоническая линеаризация) 
необходимо учитывать высшие гармоники аргумента.

Пусть система описывается дифференциальным уравнением вида

Q(p)x + R{p)F(x,px) = 0 (1)

где Q(p) и R(p)— операторные многочлены любой степени; F(x, рх) — 
нелинейная функция. Первая гармоника функции F будет опреде­
ляться, вообще говоря, не только первой гармоникой х, но еще и 
некоторыми комбинационными членами от всех гармоник х. Следова­
тельно, приведенные в заметке (5) формулы гармонической линеари­
зации, т. е. формулы для коэффициентов q, qx и т. п., справедливы 
при условии, что указанные комбинационные члены не играют суще­
ственной роли в решении задачи. В частности, это имеет место, если 
амплитуды высших гармоник х достаточно малы по сравнению с пер­
вой, например, когда переменная х «выходит» из линейной части си­
стемы, обладающей свойством слабого пропускания высших гармоник. 
Для некоторых нелинейных систем малое влияние комбинационных 
членов может иметь место и в других случаях, в частности, и тогда, 
когда аргумент нелинейной функции представляет собой выходную 
величину нелинейного звена. Если же вышеуказанные комбинационные 
члены имеют существенное значение, то формулы гармонической 
линеаризации нужно несколько видоизменить.

Пусть искомое периодическое решение уравнения (1) записывается 
в виде ряда Фурье, причем существенное значение имеет ограничен­
ное число п гармоник:

п
л =-^і + 2 -^1 = asin<oZ, xk = ah sin {М + ®h). (2)

h=2
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Для функции F{x, pt), удерживая то «е число гармоник, имеем 
разложение

F{x, рх) =^. + xi +
" 1 / Sk COS <рк — rk sin ?k

+ 2j Иk cos ?h + sk Sin ?h +-----—'
'K (3)

где, обозначая и — wt, 
2я

q.^^Fslnudu, ^.= ^cosu^, (4)
0 0

2я 2я

rk = F sin ku du, Sk = F cos kudu (k = 2, ..., n). (5)
о 0

Подставив (2) и (3) в уравнение (1), разобьем его на п отдельных 
уравнений. Тогда первой гармонике будет соответствовать характери­
стическое уравнение

Q (р) + (?.+ ч^-р)^(р}= °’ (6)

а высшим гармоникам — характеристические уравнения

$ (гьcos sln п + R(p) = o

(k = 2, .. ., п). (7)

Чтобы иметь возможность довести решение задачи до конца, пред­
лагается упрощенный прием, базирующийся, по рекомендации Н. Н. Бо-

для разных а голюбова, на следующих двух положе­
ниях:

1) производя уточнение первого при­
ближения путем учета высших гармоник 
аргумента х нелинейной функции, будем 
считать, что первая.(основная) гармоника 
х превалирует над остальными, так что 
при вычислении первой гармоники не­
линейной функции под интегралами (4) 
можно полагать приближенно

F (х, рх) =

+ (8)
k—2 k=2

Рйс' 1 где индекс 0 означает подстановку х =
= a sin и, рх = aw cos и;

2) при вычислении высших гармоник можно ограничиться меньшей 
степенью точности и под интегралами (5) полагать

F— F° = F(a sin и, aw cos и). О)
Гогда коэффициенты qt и qlt первой гармоники нелинейной функ­

ции г (х, рх) примут вид

Ч. = q + q', qi.^q^q'i, (10)
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те а и <7i — прежние коэффициенты первого приближения (s), зави­
сящие от а и а и — новые добавки (уточнение первой гармоники):

Xh cos и dii,

определяемые высшими гармониками переменной х и зависящие от
всех ah, Фк.

Что касается коэффициентов r^, Sk высших гармоник функции F,
то, согласно (5) и (9), каждый из них будет зависеть от а, <в и от 

только данной гармоники. Подста-
вив в (7) р = ik«>, приходим к выражению

nakei4,k = Ф (а, ®), (П)
где

Ф(а, ®) = — (rk + isk> R . (12)

На комплекснои плоскости строим се-
рию кривых Ф для различных значений а 
(рис. 1). Проведя на том же графике ок­
ружность произвольным радиусом ^ak, мы, 
согласно (И), в точках ее пересечения 
А, В, С с кривыми Ф найдем значения фазы для разных значении а.®• п

Q (ІЫ)

Полученный результат наносим на плоскость с координатами ak, wh 
в виде точек Дп Blt С1 (см. рис. 2), около которых надписываем зна­
чения ®, взятые из точек А, В, С. Проведя на рис. 1 ряд окружностей 
различными радиусами кан, получим на рис. 2 еще ряд точек. В ре­
зультате найдем искомую зависимость ak и ®й от а и ® в виде кри­
вых рис. 2. Такой график строится отдельно для каждой из учиты­
ваемых высших гармоник по тем же формулам (11), (12).

Следовательно, теперь задача определения а и <в основной гармо­
ники сводится к исследованию только одного уравнения (6), так же 
как и в первом приближении (5), но с использованием добавочных 
графически заданных соотношений ak(a, со) и ®fe(a, ®) в виде рис. 2, 
учитывающих влияние высших гармоник. Вычисление а и ш рекомен­
дуется при этом производить следующим образом.

Уравнение (6) в результате подстановки p = i^ и выделения веще­
ственной и мнимой частей запишем в виде

2С(о>,^,91.) = 0, Y^,q„q^ = Q, (13)

откуда легко выразить

V. =/1(“), ^1.=/2(°>)- (14)

Далее задаемся произвольным значением а. Это соответствует 
определенной кривой на рис. 2, с которой и возьмем значения величин 
«fe(®) и ®ft(®), после чего по формулам (4) (с подстановкой (8)) вычис-
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ляем q, и qu. В результате получаем серию кривых q, (ш) и ^j,(<o)
для разных (см.

Рис. 3

рис. 3). Затем на этих графиках нано­
сим кривые /і (») и /2(0)) согласно (14). 
Решением всей задачи будет такое зна­
чение ш, при котором на рис. 3 кривые 
/і (“) и /г (“) пересекаются с кривыми q,(«>) 
и ^i»(®), соответствующими одному и 
тому же значению а.

Этим определяются уточненные значе­
ния амплитуды а и частоты <« первой гар­
моники периодического решения. Зная их, 
далее из графиков типа рис. 2 берем зна­
чения ah и для высших гармоник. В ре­
зультате полностью будет определено ис­
комое периодическое решение (2).

В данной заметке рассматривалось не­
линейное уравнение (1). Однако изложен­
ные приемы можно применить 
нии первого приближения и 

типов нелинейных систем, указанных в (5), в том числе 
чии нескольких нелинейностей.

при уточне- 
для других 
и при нали-

Поступило 
8 VI 1954

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Н. М. Крылов, Н. Н. Боголюбов, Новые методы нелинейной механики, 
Киев, 1934. 2 Н. М. Крылов, Н. Н. Боголюбов, Введение в нелинейную ме­
ханику, Киев, 1937. 3 Н. Н. Боголюбов, Сборн. тр. Инет, строит, мех. 
АН УССР, К» 10 (1949). 4 А. А. Соколов, Инж. сборн., 2, в. 2 , 8 (1946). 
‘ Е. П. Попов, ДАН, 95, № 5 (1954).

348


