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МАТЕМАТИКА

М. М. ДЖРБАШЯН

ОБ ОДНОМ НОВОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ И ЕГО 
ПРИМЕНЕНИИ В ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 19 ц 1954)

Г. Пусть 
00 zn

Ер (г> Р-) = 2 Г (у. + пр1) (? 1/г, — '’° Р < + ос) (1)

п=о

целая функция типа Миттаг-Лефлера.

Теорема 1. Если р у и у < у + — , то для любой функ­
ции g(y) из класса g{y)yv-1^L2{Q,-\-со) формула

ОО

/(±) (х) = e^r s dy (2)
‘ о

определяет почти всюду функции Д+Цх) и /(_)(л), принадлежащие 
к классу Т2(0,+ °°)‘ Двойственная формула

.тс . . оо 11 тс
I ( “« —(1—и) (] с — — і— 1

g(y)y^-i = __ £₽СОРе2₽;р+

+ е Е^хРу е ір-О^Д+Ч^]} (3)

также имеет место почти всюду на (0, + <х>), при этом справед­
ливо равенство Парсеваля

ОО ОО со

5 И О') I2 У2|Л-2 dy = Р \ I /(+) 00 |2 dx + р I /(-) (х) |2 * (4)
о • О

Теорема 2. Для любой функции f{x)€ Т2(0, + оо) формула

1 = ЕДх9уре -₽ ; р + \)х  ̂f (х)dx (5)
к I о )

л \ 1 1 - 1 , 1где р>у, у<.Р<у + у^ определяет почти всюду на (0, + оо) 
функцииgW (у)у^-1 иg^{v)y^~\ принадлежащие к классу L,(0 + оо). 
Двойственная формула

f “ УгДр r dx} } dy +
' о

i ~ (1-H) d f e)xy _ < ч+ e “ -Tx}—l~S^^y^dy\
o J

(6)

ТД°РСМЬ' M- г1ла11шеРеля О о косинус- и синус-преобраэованиях
Фурье в классе Л2(0,+ оо) следуют из результата теоремы 1 при частных предполо­
жениях, когда, соответственно, р = х/2, ц —. і и р — і)2> __ 2 F
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также имеет место почти всюдм мл сел । \ г**янные М±>0 и М2>0, не завт^^ Существуют посто- 
такие, что зависящие от функции f{x) и g^^.

J 2dy^M^ [f^dx, (7)
О

(8)

Отметим, чго из теоремы 2 также следуют известные предложе­
ния о косинус- и синус-преобразованиях Фурье. Наконец, при о = 
— р. — 1 обе теоремы содержат, в частности, теорему Планшереля о 
преобразовании Фурье для класса функций Z2 (0, + оо).

2 . Теоремы 1 и 2 позволяют установить следующее предложение.
Теорема 3. Пусть р^-у«у<'р,<^2._|_^.> Если gx(у) — про-

ОО

извольная функция из класса^ (^(yj^y2*41—₽—i^/y < -|- сю, то функции

(9)
О —

принадлежат к классу А2(0,+ сю). Целые функции порядка р и ти­
па а>0, определяемые по формуле

-I у (1-Ю ! с ~ 1^-
G„(z) = e £p(x₽ze2₽ ;р) л?-і/(->(%)

У 2*Р J

+ е 2^ Е^х^ ‘^z-^^x^f^^dx (10)

в среднем сходятся к gr (у), когда а -> + оо, в смысле

Ит ^1(j()-Go(y)|2y^™dy = 0. (11)
а-+°°0

Когда р > 1, для функций Ga(z) справедливо также утверждение
ОО _

lim ( ^„(ye^y^-^dy^G, (12)

При помощи теоремы 3 представляется возможным построить аппа­
рат интеграла Фурье для произвольной конечной системы лучей, ис­
ходящих из начала координат. При этом устанавливается, что на та­
кой системе лучей к произвольной функции класса L2 можно в сред­
нем приблизиться целыми функциями, гип которых стремится к бес­
конечности. Обозначим через {£} совокупность лучей lk: argz = ?k 
(£ = 1, 2,... , n); 0 < ?i < ... < < 2тс> исходящих из начала ко­
ординат, и пусть а= тахп{^т^}-
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, 1 11Теорема 4. Пусть ;р>а и ~, Для произвольной
.функции F{z), определенной на {L} и удовлетворяющей условию

5 IFW | z |2н₽-р-1 d | z | < + оо, (13)

существуют целые функции Ga{z) порядка р и типа а, для которых 

l^(z)“G»(z)l2H2w~₽-1^l?| = 0.
{£}

Если обозначим

Ъд-х\ + i^ F(re^r^dr (A=l,2,...,n), (15) 
о

то fk±}(x) А2(0,+ оо), и целые функции Ga{z) определяются так:

Ga(z) = 2 G^z), (16
h=l 

где
ІМ -^d-ю 1 с / г >(~9k} \Ga z)= е yiSrp j Vе P ’•*) x^f^^dx + 

фі-Ю i ° L , (17)
+ e V^yE'№ze ^J^f^^dx (k=\,2,...,n).

3°. Теоремы об обобщенных преобразованиях, приведенные выше, 
позволяют существенно дополнить ряд результатов нашей работы (2) 
о представлении целых функций конечного порядка и нормального 
типа, квадрат модуля которых интегрируем по лучам в комплексной 
области. Обозначим через R» совокупность целых функций f(z) порядка 
/2<р<С1 и типа -<а, для которых

(18)

Теорема 5. Класс Ra совпадает с множеством целых функций 
j(z), допускающих представление

aVp

f(z) = E^vz-^^^v^-^dv, (19)
о

oVp

г^е у < I1 < Т + у и । $ (^) I2 Av < + оо.
о

Обозначим через Y„ класс целых функций порядка p^-Va и типа
<а, для которых

ОО
5l/(^io)l2dt <: + о© 
о (20)

___ _ ТС С\при^<а<2к--.
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Теорема G. Класс Ya совпадает с классом целых функций f(z) 
допускающих представление в виде

о1/р
/(г) = 5 (vz-, р)ф(у) 1IW-1 dv, (21)

о 
п1/р

где^<р< у + 4 и | ^(v^v^dv^ + оо.

Отнесем к классу Ма все целые функции f(z) порядка р (2<ip<2) 
и типа а, для которых

2
/2W-P-1 dt < + ОО (22)

Теорема 7. Класс МП совпадает с множеством целых 
ций f(z), допускающих представление вида

ai/₽
f(z) — Ep(ivz-,^)^(y}v^-x dv,

_oi/₽

функ-

(23)

ai/p
I ФСц)І21 v |₽-1^ <C +

—oi/p

Из этой теоремы при р = р = 1 следует результат Палей и Ви­
нера (3) о представлении целых функций экспоненциального типа.

Обозначим через Аа{р} (р^ 1, целое) класс целых функций f(z) 
порядка р 1 и типа <С а, удовлетворяющих условиям

(24)

Теорема 8. Класс Аа(у) совпадаете множеством целых функ­
ций f{z), представимых в виде

P-i °™ *(А + Е)
f(z) = ^ \ Ер [ze “ р v; р I фл (т/)^^-1 dv,

fe=o _oUp
aVP

где 4 < р < у + у и | ф (к) |2| v | р-1 dv ■< + сю (£ = 0,1,2,...,р—1).
-аИР

Отметим, что из этой теоремы при р = р = 1 опять следует упо­
мянутый выше результат Палей и Винера.
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