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РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 26 VI 1954)

1. Пусть
(1) 

последовательность независимых случайных величин, каждая из ко­
торых принимает лишь целые значения; sn = + В2 + • • • + ^п', An —Atsn', 
В2п = Dsn, Рп(т) = Pr {sn = т]. Условимся говорить, что последователь­
ность (1) удовлетворяет локальной предельной теореме 
(л. т.), если при п->оо равномерно по т, —ос<т<С + оо,

Рп (т) = ехр {- (т - Ап)*/ 2В*} + о (Вп1). (2)
Условия, при выполнении которых последовательность (1) удовлетво­
ряет л. т., исследовались ранее Р. Мизесом (х,2), Г. М. Бавли (3), 
Б. В. Гнеденко (4) и др.

В настоящей заметке дается необходимое и достаточное условие 
применимости л. т. к последовательности случайных величин Вл, удов­
летворяющих условию (А): 15Л | К, где К — некоторая постоянная.

Примечание. В случае различно распределенных слагаемых 
выполнение (или невыполнение) соотношения (2) может существенным 
образом зависеть от характера распределений первых членов после­
довательности (1). Пусть, например, ^ = 0 с вероятностью q и равно 
1 с вероятностью р, и.пусть при п^-2 ^п = — 1с вероятностью 4/2 
и 1 с вероятностью 1/3. Нетрудно показать, что так определенная 
последовательность {Вя} удовлетворяет л. т. в том и только том 
случае, когда р = q = х/2.

Поэтому естественно ввести следующее определение: последова­
тельность (1) удовлетворяет локальной теореме в усилен­
ной форме (л. т. у.), если соотношение (2) выполняется как для 
последовательности (1), так и для любой последовательности, 
полученной из (1) изменением конечного числа начальных членов (с 
сохранением, разумеется, требования целочисленности).

2. Пусть pnj = Рг {Вп =7). Не ограничивая общности, можно пред­
положить, что при всех п (В): рт^рпр Предположим далее (С): 
Вп-^оо при п-»оо.

Теорема. Пусть последовательность (1) подчинена условиям 
(А), (В) и (С).

Тогда для того, чтобы эта последовательность удовлетворяла 
л. т. у., небходимо и достаточно условие: общий наибольший де­
литель всех целых j, для которых

ОО

2 pnj =
71=1 

равен единице.
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Доказательство необходимости.
Лемма 1. Для применимости к последовательности (1) л. т. 

(а, тем более, л. т. у.) необходимо, чтобы при любом целом h>0

lim Pr {s„ = j, mod h} = hr1, j = 0, 1,..., A — 1.

Утверждение леммы 1 очевидным образом выводится из фор­
мулы (2).

Лемма 2. Для применимости к последовательности (1) л. т.у. 
необходимо, чтобы для любой подрешетки L решетки целых чисел

2 Pr {^Л} = оо.
Л=1

Доказательство леммы 2 мы опускаем.
Обозначим через J совокупность тех j, для которых pnj = оо. 

Нетрудно показать, что если л. т. у. имеет место, то J содержит по 
крайней мере два различных числа. Допустим, что общий наиболь­
ший делитель чисел j^J равен А>1. Обозначим через L минималь­
ную решетку, натянутую на J; ее шаг равен h. Мы имеем

ОО

2 Pr{U£}<2 Рг{5л6Д<<хэ,
Л=1 Л=1

что, в силу леммы 2, противоречит предположению о том, что по­
следовательность (1) удовлетворяет л. т. у. Необходимость условий 
теоремы доказана.

Доказательство достаточности. Положим = (sn—А^\Вп, 
Zm = (ni— Дп)|Лл- Через/(/;£) условимся обозначать характеристи­
ческую функцию случайной величины 6.

Положим далее (ср. (4), § 49)

Rn — 2^ (впРп (т)— е (2m/2)J = Д +/2 +/3 +/4, (3)

где
4= j e~izm! — e^'^^dt, /2 = j e~iZmtf№n)dt,

b<\t\<BnUk

Д = S e^f^t-^dt, 
ВпЦк<Щ<кВп

Ц —— j e lZmt dt. 
|/i>e

Лемма 3. При \t\^Bn^k |/(Д C„) |< exp {— /2/3}.
Эта лемма представляет собою следствие леммы 3 гл. VII кни­

ги (5).
В силу (А) и (С) последовательность (1) удовлетворяет интеграль­

ной предельной теореме; следовательно, при любом О lim Д = 0. 
Поэтому

ОО

ИпГ {sup I Rn I }< 2 J (е-й’/з) + e_(/*/2)) dt+ hm {sup I ДIk 
"-00 m e mr

и, в силу произвольности 6:

lim {sup| Д„|} <iim {sup I/31}. 
П-КО m n->oo m (4)
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Оценим теперь sup | /31:
т

sup I/3 |< J \f(t^dt = k, (5)

где 73 = 2S„5 vn(z)dz и vn(z) = П • 
1/4Л h=l

Далее, |/(z;MI2<exp {|/(z;^)|2 — 1} и

?n(z)< expy 2(І/(г>^) I2— U 
’h=l

Ho |/(z;cfe)|2 =^р^е^ = ^jPkj cos zj, где pkj = PkJ+s ■ pk,s ■ 
Заметим, что при всех j Pkj^-pkj • Pko^tZK + l)-1 Pkj- Обозначим 
лежащие на отрезке [1/4^, тс] точки вида l-ttrj"1 (г и j взаимно просты, 
l<r<L//2], 2<у<2/0, взятые в порядке возрастания абсцисс, 
через zn..., zv. Минимальное расстояние между соседними точками 
zP, очевидно, не меньше величины тг/(2А)2. Как нетрудно видеть, 
Zj>1/4/< и zv = тс. Положим, далее, Дх = [1/4^, (Zj + z2)/2], Am = 
= [(zm-i + zm)/2, (zm + zm+1)/2] при 2 < m < v — 1, Д« = [zv-i + zv)/2, z„]. 
Представим интеграл /3 в виде суммы интегралов, взятых по Ат, и 
оценим Вп J ®n(z)dz. На интервале Дш лежит одна и только одна из

точек zp, а именно zm. Пусть zm=2.nrjjo, где г0 и у0 взаимно просты и 
у0^2. Мы имеем

\f(z, М |2 — 1 = 2 Pkj (cos zj — 1) + 2 Pkj (cos zj — 1), 

где S' обозначает сумму no y^O, mod j0, aS" —сумму no J = 0, 
modjo.y^O- Условимся через 81( б2 и т. д. обозначать постоянные, 
зависящие только от К- Из самого способа построения интервалов 
Дт следует, что при z€Am и р=]=т величина jz — zp\ не может быть 
меньше половины наименьшего из расстояний между соседними точ­
ками zp, т. е. |z — Zp^^. Отсюда вытекает, что при z€Am,J^0, 
modjo (2<j<2^ и любом целом та |yz —2«ur| >2 |z — 2к(®/у) |>82, 
и, следовательно, cosjz —1< —83. Далее, при z € Дт и/==0, mod Л 
(2<;<2Ю cosjz-l<-84(z-zm)2.

Таким образом, мы получаем при z € Дт

I/(z, с&) |2 1 °з 2 Pkj — ^i(z — zmy 2 Pkj

n
i ^(if(z^k)y-l)<-an-Mz-zmy, 

A=1
где

».-4-8.2 2;«, ?.-48.s"2;w. 
h=l h=l

Как нетрудно видеть, 
n n

2b.!= 2 2/ рч <w 2 2ўы = o(,, + ₽,). 
k=l j j+П A=1
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Далее, из условий теоремы следует, что при п->оо
п

2 (2^+1) 2 2 N

Рассмотрим отдельно те п, для которых (а) и те, для
которых (б) ая<₽я.

В случае (а)

Вп\ ^n{z)dz^e~anBn \ ^{—^(z — Zm^dz^
дт

<е^«-0(/ая)0(1)-»0 при га—»оо. (6)

В случае (б)

Вп\ уп (г) dz < е~ап О (Урп) • j ехр {— ря (г — z^2} dz = 
дт -°°

= е-^п О (У%) • l/^ -* 0 при га-»оо. (7)
“л

Из (3) — (7) вытекает достаточность условий теоремы.
Математический институт 

им. В. А. Стеклова
Академии наук СССР
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