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Пусть ® — группа и /?(@)— ее максимальный локально-нильпо­
тентный нормальный делитель. /?(®) содержит все локально-нильпо­
тентные нормальные делители группы @ и является характеристиче­
ской подгруппой. Назовем нильрадикалом группы @. Элемент 
g € @ называется нильэлементом, если для любого А € @ найдется но­
мер А такой, что

k раз
к [£> • • • [g> h]... ] = 1.

Очевидно, каждый элемент нильрадикала является нильэлементом. 
Естественно возникает вопрос: когда нильрадикал совпадает с мно­
жеством всех нильэлементов группы. Целью заметки является тео­
рема:

Теорема. В локально разрешимой группе нильрадикал совпа­
дает с множеством всех нильэлементов группы.

Для частного случая конечных разрешимых групп этот результат 
известен (3).

Вначале докажем ряд лемм, имеющих, впрочем, и самостоятельное 
значение.

Лемма 1. Если Н — инвариантная подгруппа в F, то R^H) — 
инвариантная подгруппа в R(F), причем R(H) = Н(F) П Н.

Доказательство. Так как R^H) характеристична в И и И 
инвариантна в F, то R(H) инвариантна в F. Поэтому R{H) с R(F), 
так как R(F) содержит все локально нильпотентные нормальные де­
лители из F. Остальное следует из соотношения

Я(Я)с/?Д() П HCR(H).
Следствие. Если между подгруппами Н и F можно провести 

конечный нормальный ряд Н с с: . . . о Нп^ с Пп = F, то этому 
ряду будет соответствовать нормальный ряд нильрадикалов

R (И) 7? (Я,) С . . . с R (И^) с R (Яп) = R (Д).

Лемма 2. Пусть группа @ обладает локальной системой под­
групп (1) @а. Пусть в каждой подгруппе @а выбран ее нормальный 
делитель Na, причем из с следует Na а

Обозначим через N теоретико-множественное объединение всех 
Na. Тогда N — нормальный делитель в @.

Доказательство. Для пары индексов аир найдем у такое, 
что @а и @з содержатся в @Y. Тогда, в силу свойства монотонности, 
На и содержатся в Ny. Отсюда N — подгруппа, для которой Na 
образуют локальную систему. Покажем, что N — нормальный дели­
тель в @. Пусть h € N и g € @. Тогда h € Nx и g € Найдем 7 такое, 
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что ®« и @е содержатся в @Y. Тогда h € Na с Nr и g 6 @Y. Поэтому 
g 1hg Nr с N, что и требовалось.

Лемма 3. Пусть в группе @ задана локальная система под­
групп причем если @а с @р, то между ®а и @р можно провести 
конечный нормальный ряд. Тогда множество подгрупп R(®a) обра­
зует локальную систему для R(^i). В частности, все R(&a) содер­
жатся в R(®\

Доказательство. Из следствия леммы 1 и из условия следует, 
что если ®ас@з, то /?(@а) с 7?(®₽). Пусть R — объединение всех 

По лемме 3 R локально-нильпотентный нормальный делитель. 
Поэтому Так как R(®) А R(&x), то т. е.
R(@) = R, что и доказывает лемму.

Лемма 4. Пусть Н — нормальный делитель в ® и &/Н —ло­
кально-нильпотентная группа. Пусть хг, х2, . . . ,хп — конечное 
множество элементов из & и Н = [Н, х,,х2,... ,хп}. Тогда R (П)с

Доказательство. Возьмем в &/Н локальную систему из ниль­
потентных подгрупп. Пусть ©а будут прообразы этих подгрупп в ®. 
Система ®а является локальной системой в ®, удовлетворяющей 
условиям леммы 3. Поэтому R (@а) cz R (®) для всех а. Найдем такое у, 
что Н с ®Y. Между Н и @Y, очевидно, можно провести конечный 
нормальный ряд. Поэтому RUHR G /?(®Y) с: /?(@), что и требовалось.

Лемма 5. Если группа @ обладает локальной системой под­
групп ®а, причем в каждой @а нильрадикал совпадает с множест­
вом всех ее нильэлементов, то этим свойством будет обладать 
и вся группа ®.

Доказательство. Пусть х и у — два нильэлемента группы. 
Покажем, что и z = ху тоже нильэлемент. Пусть g€@. Найдем а 
такое, что х,у и g t @а. х и у нильэлементы в @а и, следовательно, 
содержатся в R(®R- Так как каждый элемент из /?(®а) является 

k раз
нильэлементом в ®а, то при некотором k [z [z,... [z, g]...] = 1. 
Таким образом, множество нильэлементов из @ образует подгруппу, 
причем, очевидно, инвариантную. Легко видеть, что эта подгруппа 
локально нильпотентна и, значит, она совпадает с R(&\

Определение. Ряд подгрупп
£ = Л;о с Л'; с ... с a; G Wb+1 с ... с Ny = ® 

назовем нильрядом группы ®, если все Na инвариантны в ®, все 
факторы локально-нильпотентны и ряд доходит до @. Если для всех 
а Na+i/Na — нильрадикал в ®/Ма, то такой ряд назовем нильради- 
кальным рядом.

Легко видеть, что если группа обладает нильрядом, то она обла­
дает и нильрадикальным рядом, причем длина последнего не превос­
ходит длины произвольного нильряда группы.

Теорема 1. Если группа обладает нильрадикальным рядом, то 
ее нильрадикал совпадает с множеством нильэлементов группы.

Доказательство. Теорема верна для групп, обладающих ниль­
радикальным рядом длины 1, так как они локально нильпотентны. 
Применим индукцию. Пусть теорема уже доказана для групп с ниль­
радикальным рядом длины и пусть группа @ обладает ниль­
радикальным рядом длины Р:

Е = No с Nj, С ... с = @. (*)

Легко видеть, что для всех а отрезок ряда (*) до @а будет ниль­
радикальным рядом в Na- Поэтому все нильэлементы из Na (а<₽) 
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лежат в Л\. Докажем, что все нильэлементы из ® лежат в Л\. Если 
р предельное, то это очевидно. Пусть р = р. + 1 и g — нильэлемент. 
Допустим, что g Л^. Рассмотрим два случая:

1) р.— предельное. Для всех обозначим Na = {Na, g}. Все 
при а О образуют локальную систему в 2VW. Ясно, что если а<р, 

то Na обладает нильрядом, а значит, и нильрадикальным рядом, 
с длиной меньшей р. По предположению индукции все нильэлементы 
этих подгрупп должны принадлежать нильрадикалам этих подгрупп. 
Из леммы 5 следует, что все нильэлементы из Ny, в том числе и g, 
принадлежат

По лемме 4 R{Ny) cz R Значит и Получилось
противоречие с g N^.

2) Существует р — 1. Обозначим & I Nv.—1 = ®, Ny. / — N.
N — нильрадикал в ® и локально^нильпотентна. g=gNv.-1—ниль­
элемент в @. Из (2) следует, что {А/, g] локально-нильпотентная под­
группа, и поэтому она совпадает со своим нильрадикалом. По лемме 4 
Я ЦМ, g}} = {N, g}^:R(®') = N. Но тогда g€N, и снова противо­
речие.

Теорема доказана.
Теорема 2. Если группа ® обладает возрастающим нормаль­

ным разрешимым рядом {вообще, трансфинитным'}, то ее нильра­
дикал состоит из всех нильэлементов группы.

Доказательство. Из лемм 1 и 2 следует, что при условиях 
теоремы R Е. Так как все фактор-группы группы ® удовлетво­
ряют условиям теоремы, то @ обладает нильрадикальным рядом. 
Теперь теорема следует из теоремы 1.

Теорема, сформулированная в начале заметки, следует из тео­
ремы 2 и леммы 5.
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