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1. Как известно (1), для отыскания всех вещественных форм про­
стой комплексной группы Ли @ достаточно рассмотреть компактную 
форму группы @ и найти все инволютивные автоморфизмы этой ком­
пактной формы. Каждому такому автоморфизму отвечает веществен­
ная форма группы @. Этот прием позволяет, исходя из совокупности 
комплексных простых групп Ли, дать полную классификацию вещест­
венных простых групп Ли. В частности, комплексная унимоду- 
лярная группа матриц порядка п обладает следующими вещественными 
формами:

а) группа вещественных унимодулярных матриц порядка п\
б) группа кватернионных унимодулярных матриц порядка (при 

четном п);
в) группа комплексных унимодулярных матриц порядка п, сохра­

няющих некоторую невырожденную эрмитову форму. Каждая такая 
группа задается с точностью до изоморфизма индексом соответству­
ющей эрмитовой формы. Таким образом, число различных веществен­
ных форм типа в) равно + 1.

Отметим, что вещественные группы типа в) отвечают внутренним 
инволютивным автоморфизмам, в то время как группы типов а) и б) 
отвечают внешним автоморфизмам. В этом смысле группы типов а) и 
б) являются исключительными. Из других основных классов ком­
плексных простых групп лишь группы Dn ортогональных матриц 
четного порядка имеют вещественную форму, отвечающую внешнему 
инволютивному автоморфизму их компактной формы.

Описание основных серий унитарных представлений групп типа 
а), т. е. вещественных унимодулярных групп, было проведено в (3,4). 
В данной заметке дается описание основных серий унитарных пред­
ставлений вещественных форм типа в) комплексной унимодулярной 
группы. Оказывается, в частности, что для рассматриваемых групп 
существуют серии представлений (серии d0), реализуемых в про­
странстве аналитических функций многих комплексных переменных, 
являющихся однородными многочленами относительно некоторых из 
этих переменных.

2. Пусть G— группа типа в), т. е. группа комплексных унимоду­
лярных матриц порядка п, сохраняющих некоторую невырожденную 
эрмитову форму ср индекса т. Пусть р — число отрицательных и 
q — число положительных квадратов в каноническом представлении 
формы <р; можно всегда предполагать, что p^>q- Тогда n=p-\-q и 
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т = р— q. Оказывается, что группа G имеет ^ + 1 различных типов 
классов сопряженных элементов. В соответствии с этим группа G 
имеет q + 1 основных серий унитарных представлений, которые мы 
обозначим через dn, dlt..., dq. Ниже приводится описание этих серий.

3. Представления серии d0. Реализуем G как группу матриц, 
сохраняющих эрмитову квадратичную форму ?(х, х) с матрицей

1~ ер 0 \
\ 0

где ер и — единичные матрицы, соответственно, порядков р и q. 
В соответствии с этим матрицы g группы G мы будем записывать в 
клеточном виде

/£и £121
£ =

\£21 £22/

Представление реализуется в пространстве функций f(zpp, zq4, zqp), 
где Zu обозначает комплексную прямоугольную матрицу, составлен­
ную из i строк и j столбцов, причем эти функции обладают следую­
щими свойствами:

а) При фиксированных zqq и zqp функция / представляет собой 
многочлен относительно элементов первой строки матрицы zpp, мино­
ров, составленных из элементов первых двух строк матрицы zpp, и т. д., 
вплоть до миноров р— 1-го порядка, составленных из первых 
р—1 строк матрицы zpp, по отношению к минорам каждого задан­
ного порядка функция /является однородным многочленом задан­
ной степени однородности. Аналогичным свойством обладает функция 
/ по отношению к элементам матрицы zqq.

б) При фиксированных zpp и zqq функция / является аналитической 
функцией отpq элементов матрицы zqp в области zqpz* <eq (т. е. в 
области, где матрица eq — zqp z*qp является положительно-определенной). 
Известно (в), что указанная область является областью регулярности 
в /?</-мерном комплексном пространстве.

в) При заданном целом г сходится интеграл

II / II2 = 5 I Л“РР ^p—Zqp Zqp^'1', Uqq(eq — Zqp Zq^'1', Zqp] |2 X

X (det (eP — Zqp zqpyr4 (det {eq — zqp z*qp)y-P d? (uPP) d? (uw) d^ (zqp). (1)

Здесь upp и iiqq — унитарные матрицы, соответственно, порядков р 
и q. Через d^(upp) и rfp(«w) обозначены соответствующие инвариант­
ные меры, а через d^. (zqp) — произведение дифференциалов веществен­
ных и мнимых частей элементов матрицы zqp. Интегрирование ведется 
по всем унитарным матрицам ирр и uqq и по многообразию матриц 
Zqp, удовлетворяющих условию zqpz*qp<^eq.

По отношению к скалярному произведению, определяемому в со­
ответствии с (1), совокупность таких функций образует гильбертово 
пространство Нг. Оператор представления, отвечающий матрице 

/ £и £12 \

£ — \£гі £и/ задаетСя в пространстве Нг следующим образом:
Tgf (Zpp, Zqq, Zqp) =

= flZpp(g и + Zqp g^i), Zqq (Zqpg12 + £22)1 (^ЙЧг + ^22) * (Zqp gxl + g21)] X
X (det(z^g12 + g22))-\ (2)

Итак, каждое представление серии d0 задается п — 1 целым чис­
лом — числом г и степенями однородности функций / по отношению 
к элементам матриц zpp и zqq.
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Вторая половина серии d0 получается путем замены условия анали­
тичности функций / условием антианалитичности.

При q = 0 и произвольном п функции / зависят только от zpp, и 
мы получаем (конечномерные) неприводимые представления группы 
унитарных матриц л-го порядка, реализуемые в пространствах одно­
родных многочленов. С другой стороны, при ц = 2 и р = q — \ фор­
мулы (1) и (2) дают дискретную серию представлений вещественной 
унимодулярной группы матриц 2-го порядка, описанную впервые 
Баргманом (5).

Описанная серия представляет интерес в связи с автоморфными 
функциями многих переменных. Она позволяет получить новые классы 
таких функций.

4. Представления серии di ^0 < I -С [if]) • Реализуем G 
как группу матриц, сохраняющих эрмитову квадратичную форму 

(х, х) с матрицей
/О 0 s\ 

О е' 0 ) , 
\ s О О/

где s — квадратная матрица порядка I вида

а е' — матрица вида

где ер< и eq’ — единичные матрицы, соответственно, порядков р' = р—/, 
q' = q — I. В соответствии с этим, матрицы g группы G мы будем 
записывать в клеточной форме

/ £11 £12 £13 \

g = £21 £22 £23 J .

\£зі £зг £зз /

Обозначим через Zi комплексную треугольную матрицу порядка 
/ с единицами по главной диагонали и нулями над главной диагональю- 
Обозначим далее через z матрицы группы G вида

о 0\
Z = ( £и еУ+«' 0 j 

\£зі £з2

где ві и ер+д' — единичные матрицы соответствующих порядков. Сохра­
ним, наконец, обозначения zPP, zqq, zqp предыдущего пункта.

Представления серии di строятся в пространстве Нг функций 
f(Zp'p, Zg’q’, Zq'p', Zl, Z), удовлетворяющих ПО отношению К Zp'p', Zq'q', 
zq'p’ условиям a) — в) из n° 3 и имеющих интегрируемый квадрат 
относительно параметров матриц Zi и z.

Норма в пространстве Нг задается в соответствии с формулой (1), 
где добавляется еще интегрирование по параметрам матриц Zi и z.

Опишем теперь операторы представлений серии di- Пусть g— 
произвольная матрица из G. Тогда матрицу zg можно однозначно 
представить в виде zg = kz, где z — клеточная треугольная матрица 
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того же типа, что и z, a k — матрица из G вида

(
£п £12 £1з

О £22 £23 I

О 0 gss j

При этом элементы матрицы k являются рациональными функциями 
от элементов матрицы z. Матрица gM в выражении для k имеет по­
рядок р' + q’ и сохраняет невырожденную эрмитову форму порядка 
р' + q' с матрицей \ Тогда оператор представления Tg,
отвечающий матрице g, задается формулой

Tig" f (Zp'p' > Zq'q't Zq'p’t Zl, Z) =
= Tg\Jg,J{zP'P', zq>qr, z^, zt, z)-(det i33)-''| deti33 ^-p'-v', (3)

где г' — целое, а р — вещественное число. В этой формуле Tgtt есть 
оператор вида (2), действующий на / как на функцию от z^y, zq'qr, 
Zq’p- Оператор Tg„ есть описанный в (3) оператор основной серии 
представлений комплексной унимодулярной группы матриц порядка I, 
действующий на / как на функцию от Zi. Этот оператор имеет вид

Ti„f{zi)=f(zi)a(zi, g™\

где zi — треугольная матрица, получаемая из Zi преобразованием при 
помощи матрицы £33, а а (гг, g33) — описанная в (3) функция (см. там 
формулу (5.28)), задаваемая / — 1 целым и / — 1 вещественными чис­
лами. Таким образом, представления серии di задаются I вещест­
венными и п — I — 1 целыми числами.

Поступило
28 VI 1954 
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