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КОЛЬЦА С УСЛОВИЕМ МИНИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ИДЕАЛОВ 
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 11 VI1954)

В настоящей заметке доказывается теорема, что всякое кольцо 
с условием минимальности для идеалов * представимо единственным 
образом в виде прямой суммы 21 = Е 4- Е°, где Е — полупростое кольцо 
в смысле Брауна — Маккоя (3), а Е° — кольцо, ограниченное своим 
радикалом в смысле М. Холла (6).

* Здесь и всюду ниже под идеалом следует понимать двусторонний идеал.
** Аналогичная теорема для колец, в которых всякий левый идеал содержит 

правую единицу, доказана в работе (5).

Как известно (см. (8,1)), идеал 1 в кольце 21 называется отмечен­
ным идеалом, если в 21 существует единица по модулю I, т. е. 
если фактор-кольцо 21 /1 имеет единицу. Если а — произвольный эле­
мент кольца 21, то через F{d) будем обозначать отмеченный идеал 
^ах х + уа—у + ^хюуі— ^хіуі}, где х, у, xi, yi пробегают коль­
цо 21. Радикал кольца, в смысле Брауна — Маккоя (3), будет обозна­
чаться через N. Кольцо 21 является присоединенно-простым, 
т. е. 21 = N, тогда и только тогда, если F(a) = 21 для любого а € 21, 
или, что то же самое, если 21 не допускает нетривиальных гомоморф­
ных отображений на кольца с единицей (см. (7, 2)). Если кольцо 21 не 
присоединенно-простое, то 21 содержит максимальные отмеченные 
идеалы и радикал К есть пересечение всех максимальных отмеченных 
идеалов МЛ (см. (3, 2)). Как обычно, кольцо 21 называется полупростым, 
если N — 0. Фактор-кольцо 21 / N является полупростым и всякое 
полупростое кольцо изоморфно подпрямой сумме простых колец с 
единицей.

§ 1. Лемма 1. В произвольном кольце 21 пересечение конечного 
числа отмеченных идеалов есть отмеченный идеал.

Теорема 1. Полупростое кольцо с условием минимальности 
для отмеченных идеалов является конечной прямой суммой про­
стых колец с единицей.

Если некоторое кольцо 21 есть конечная прямая сумма простых 
колец с единицей, то всякий идеал А в таком кольце обладает еди­
ницей. Имеет место и обратное утверждение, т. е. справедлива

Теорема 2. Если в кольце 21 всякий идеал, рассматриваемый 
как кольцо, обладает единицей, то такое кольцо 21 есть конечная 
прямая сумма простых колец с единицей **.

Доказательство теоремы 2 опирается на следующую лемму.
Лемма 2. Если в произвольном кольце 21 идеал Аг обладает 

единицей и содержится в некотором идеале А, то существует 
такой идеал А2 кольца 21, содержащийся в А, что А = Аг ф- А2.

Доказательство теоремы 2. Пусть М± — максимальный идеал 
в 21. Такой идеал существует, так как кольцо 21 содержит единицу.

329



Применяя лемму 2 к идеалам ЛА и 21, получаем 21 = 4- ЛА, где
А = 21/ЛА — простое кольцо с единицей. Если ЛА-4= 0, то пусть

— максимальный идеал в Применяя ту же лемму к идеалам 
/Wj и М2, получаем ЛА = Д2 4- Л42 и, следовательно, 21 = Аг 4- Л2 4- ЛТ2. 
Покажем, что существует такое п, для которого Мп = 0. Действи­
тельно, в противном случае бесконечная прямая сумма 2Г= Л14- Л24-- • • 
была бы идеалом в 21, не содержащем единицу, что противоречит 
предположению о кольце 21.

§ 2. Определение 1. Кольцо 21 будем называть а-кольцом, 
если пересечение всех отмеченных идеалов, отличных от 21, не яв­
ляется отмеченным идеалом.

Присоединенно-простое кольцо можно считать a-кольцом, так как 
такое кольцо не содержит отмеченных идеалов, отличных от самого 21. 
Полупростое кольцо без единицы тоже будет a-кольцом, так как 
в таком кольце идеал ^=0 = П ЛА не является отмеченным идеалом.

Теорема 3. Кольцо 21 с условием минимальности для отменен­
ных идеалов будет a-кольцом тогда и только тогда, если оно 
присоединенно-простое.

Комбинируя теорему 3 с теоремой о том, что присоединенно-про­
стое кольцо с условием минимальности для правых идеалов нильпо- 
тентно (см. (3, 2)), получаем теорему:

Теорема 4. а-Кольцо с условием минимальности для правых 
идеалов нильпотентно.

§ 3. Под аннулятором Д° некоторого идеала А мы будем по­
нимать, как обычно, идеал, состоящий из всех таких элементов а 
кольца 2[, что аА = Аа = 0. Следуя М. Холлу (6), мы будем говорить, 
что кольцо 21 ограничено своим радикалом, если аннулятор 
радикала содержится в самом радикале, т. е. N°CN.

Лемма 3. В произвольном кольце 21 всякий ненулевой ми­
нимальный идеал А (если такой существует) является либо 
присоединенно-простым кольцом, либо простым кольцом с еди­
ницей.

Действительно, пусть А не присоединенно-простое кольцо. Тогда 
найдется такой элемент е в А, что идеал кольца 21 F(e) = {ex — х 4- 
4~уе—У + ^ХіСуі—^ХіУі}, где х, у, Xi, yt пробегают идеал А, не 
совпадает с А. Так как F{e)c.A и А минимальный, то /7(е) = 0. Сле­
довательно, ех — х = 0, уе—у — 0 для любых х,у Е А, т. е. е являет­
ся единицей кольца А. В силу леммы 2 идеал А будет прямым 
слагаемым в кольце 21, а потому всякий идеал в А будет идеалом и 
в кольце 21, т. е. А есть простое кольцо с единицей, что и требова­
лось доказать.

Лемма 4. Если кольцо 21 огоаничено своим радикалом, то вся­
кий минимальный идеал А является присоединенно-простым коль­
цом.

Если А = 0, то все доказано. Предположим теперь, что Д=^0 
является простым кольцом с единицей. Тогда, в силу известного 
свойства радикала (4), П Д = М{А) = 0. Следовательно, AN = NA =0, 
т. е. ЛСДР. Отсюда, в силу предположения леммы, получаем А — 
= А П №сА П N = 0. Из полученного противоречия и леммы 3 
следует, что А есть присоединенно-простое кольцо.

Обратное утверждение к лемме 4, вообще говоря, неверно, как 
показывает пример кольца целых чисел. Однако для колец с условием 
минимальности для отмеченных идеалов справедлива

Теорема 5. Кольцо 21 с условием минимальности для отме­
ченных идеалов будет ограничено своим радикалом тогда и только 
тогда, когда всякий минимальный идеал является присоединенно- 
простым кольцом.
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Доказательство. В силу леммы 4 нужно доказать только 
достаточность условия теоремы. Покажем сперва, что П (№)2 = 0 
Пусть г € N п (№)2, т. е. г 6 N и '

п

(1) 
i=l

где shti^N\ Ввиду теоремы 1, фактор-кольцо ^ = ^IN есть конеч­
ная прямая сумма простых колец с единицей. Следовательно, идеал (td 
обладает единицей eit т. е.

6 = ti^i + и, (2)
где г, tjV, a th a € (ti) с №. Подставляя значения ti из равенств (2) 
в (1), получаем * н \ /

п п
г — 2 «г ^iei + И) = 2 sitiei, (3)

і=1 І=1
так какб №• Л/'= о. Если я —i, то из равенств (1) и (3; следует 

1 1 ~ si i^i = = 0, так как г б N, ег € №. Предположим теперь,

что наше утверждение верно для п—1, т. е. из равенства г = ^UiVi, 
где «,б №, тц б №, следует г = 0. Покажем, что оно остается спра­
ведливым и для п. Если /г>1, то из равенства (1) находим sntn = 
~r~^ s^i- Подставляя последнее выражение для sntn в (3), полу­

чаем
"Z1 «—1 Л—1 л—1

г ~ 2 Sitiet + (г — 2 Sih}еп = 2 Sihet — 2 Sitien = 
г=і V /=і } і=і й

Л—1 л—1
= 2 s^i (е; — еп} = 2 им, 

і=1 і=1
где Ui = Siti € №, Vi = ei — en € №. В силу индуктивного предположе­
ния г = 0, т. е. N П (№)2 = 0. Применяя теперь вторую теорему об 
изоморфизмах, получаем N N , т. е. (№)2S .
Следовательно, идеал (№)2 является конечной прямой суммой про­
стых колец с единицей, которые, как легко заметить, будут мини­
мальными идеалами с единицей в кольце 21. Так как по условию 
теоремы всякий минимальный идеал в кольце 21 является присоеди­
ненно-простым кольцом, то (№)2 = 0. Но радикал N содержит все 
нильпотентные идеалы кольца 21 (см. (3)). Следовательно, N°CN, чем 
и заканчивается доказательство теоремы.

Теорема 6. Всякое кольцо 21 с условием минимальности для 
идеалов представимо единственным образом в ваде прямой суммы 
21 = В 4- Е°, где Е — полупростое кольцо, а Е° ограничено своим 
радикалом.

Доказательство. В силу условия минимальности кольцо 21 =4=0 
содержит ненулевые минимальные идеалы. Если всякий минимальный 
идеал является присоединенно-простым кольцом, то, ввиду теоремы 5, 
21 ограничено своим радикалом и все доказано; Е = 0, Е° = 21.

Пусть теперь кольцо 21 содержит минимальный идеал с единицей Аг. 
Применяя к идеалам Аг и 21 лемму 2, получаем разложение 21 = Аг ф- 212. 
Если в кольце 2ГХ всякий минимальный идеал является присоединенно- 
простым кольцом, то 21х ограничено своим радикалом, и требуемое 
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разложение получено. Пусть А2 — минимальный идеал с единицей 
в 24 и, следовательно, в 21. Тогда 24 = А2 4 213 и 21 = Ai 4- А2 4- 213. 
Этот процесс выделения минимальных идеалов с единицей должен 
закончиться через конечное число шагов, так как в противном слу­
чае мы получили бы бесконечную убывающую цепочку идеалов 
21 zd 24 zd 2I2 zd. .., что противоречит условию минимальности. Следо­
вательно, существует такое целое п, что 21 = Дх 4- А2 4-... 4- Ап 4. 
4- ^п, т. е.

21 = Е 4- Е°, (4)

где Е = А^ 4- А2 4- • • • 4- А„— полупростое, а Е° = 21л, в силу теоре­
мы 5, ограничено своим радикалом.

Докажем теперь единственность разложения (4). Пусть

+ (5)

второе разложение кольца 21 в прямую сумму полупростого и огра­
ниченного своим радикалом колец. Так как разложения (4) и (5) суть 
пирсовские разложения кольца 21 по единицам е и / идеалов Е 
и F, то для доказательства единственности разложения (4) достаточно 
установить равенство e=f. Заметим сперва, что N^E° и NCF0. 
Действительно, как известно (3), при любом гомоморфном отображении 
кольца 21 на некоторое кольцо 21' радикал N (21) отображается в ра­
дикал АД2Г). Так как 21/Д° и % / F°—полупростые кольца, то N^.E° 
и NCF. Из последних включений и известного свойства радикала 
(4) получаем ЛЦД0) = £° Q ДД21) = A/(2l), N{F°) = Е° Г] ^(2l) = (V(2(). 
Отсюда и из равенств еЕ° = Е°е = 0 следует eN = Ne = 0. Пусть те­
перь в разложении (5) единица е имеет запись

e=fi+f2, (6)
где fi € F, /2 € F°. Из равенства (6) и соотношений eN = Ne = 0, ftN = 
~ — 0 получаем f2N=Nf2 = 0, т. е. f2EN°^, где №р>—аннуля­
тор радикала N в кольце F°. Отсюда, ввиду ограниченности кольца F° 
своим радикалом, получаем /2 б N. Далее, из очевидных равенств 
е = е2 = {fi + f2y = fi + fl=fi+f2 следует fl = f2. С другой сторо­
ны, fl^ N^-N =Q, а потому f2 = 0. Отсюда и из равенства (6) полу­
чаем е = /j = ffi= fj = ef = fe. Аналогично доказываются равенства 
f=ef = fe. Следовательно, e=f, что и требовалось доказать.

В заключение отметим, что теорема 6 обобщает аналогичную тео­
рему М. Холла (6) о том, что всякое кольцо с условием минималь­
ности для правых идеалов представимо единственным образом в виде 
прямой суммы полупростого (в классическом смысле) и ограниченного 
своим радикалом колец. Действительно, в кольце 21 с условием ми­
нимальности для правых идеалов радикал N совпадает с классическим 
радикалом (3).
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