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ЭФФЕКТИВНЫЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ АППРОКСИМАЦИОННЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ ПРОЦЕССОВ СО СЛУЧАЙНЫМИ СТАЦИОНАРНЫМИ 

w-ми ПРИРАЩЕНИЯМИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 12 VI 1954)

1. Пусть £(/')— процесс со случайными стационарными га-ми при­
ращениями (3), имеющий спектральную плотность Е' (X) = /(Х) и такой, 
что МД‘Л(Г) = 0. Линейное экстраполирование В(/') с полупрямой 
і' на время s вперед заключается в нахождении линейного функ­
ционала 6 (/ + s) от значений с (f), V t, такого, что Ц/ + s) — Ці + s) 
принадлежит линейному замыканию (в среднем квадратичном) сово­
купности случайных величин Д^);(/'), —^<00 и

a2(s) = M|S(Z + s)—lU + s)!2 (1)
принимает наименьшее значение (см. (2)).

Пусть
Ж = - > С>0, l/2<a<« + V2. (2)1 + А

Как указывалось в (2), здесь достаточно рассмотреть случаи п—\, 
И П = 2, а = 3/2.

Теорема 1. Если — процесс со случайными стационарны­
ми первыми приращениями, имеющий спектральную плотность (2), 
то решение задачи об экстраполировании дается формулами

ОО

+ ■/.<«<!; (3)
" J Р ІР + S)

; (t + s) = Ц/) приа — Т, (4)

r(/+s)=_^s«-i ? (P + ^-^V-Pldp при 1<а<з/2. (5)
" J . ра (р + s)

Формула (5) с а = 3/2 определяет ?(/ + $) и для процесса Щ'} со 
случайными стационарными вторыми приращениями, имеющего 
спектральную плотность (2) с а =

Заметим еще, что
”’(») = Ч.«‘<3Ь. (6)

в частности, о2 (s) — -р- Г (2 ~ К; — М IS (/ + $) — ЦЙI2 при п = 1.’
2. Пусть /(X) рациональна и всюду положительна:

= CKx-^.-.a-^)!3 = С|В(Х) р
(1 + Х3'‘)|(Х-а1)...а-а„)|2 (1 +?2л)|А(Н1г ’ 1
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где С>0, M^N+n и 1т«й>0, £=1,... ,2V; 1трг>>0,
1= 1,... , М.

Теорема 2. Для процесса $(/') со случайными, стационарными 
п-ми приращениями, имеющего спектральную плотность (7), Ц/ + s) 
дается формулой

N+n—M—t со

Ц/ + 5)= 2 w$h\t)+\w(pY(i-p)dp, (8)
Л=0 о

где постоянные Wk и функция w(p) определяются из условия 
Nyn—M—l со

2 Wk (itf + 5 dP=^y (9)
fe=o о

в котором означает многочлен (N + п — 1)-й степени такой, 
что отношение [Р(Х) —^ШВ(Х)]/ХМ(Х) является целой функцией X.

Теорема 2 сводит нахождение £(/Ч-$) к решению системы линей­
ных уравнений (^-|-/г)■г0 порядка; для п = 0 этот результат содер­
жится в (3”“).

3. Линейная фильтрация 5(f), заданного при заключается
в нахождении линейного функционала 2 относительно величин 

т>0, для которого
а|=М|2 —2(2, (Ю)

где 2 — фиксированная случайная величина с М 2 = 0, принимает наи­
меньшее значение. При этом основную роль играет функция (t; т) =
= М2Д<л)с(/), которую в силу формулы (13) статьи (х) можно пред­
ставить в виде

ОО

т)= Ге~гл(1_^х)л ^f^dFY), (11) 
। J л

где фДь) — комплексная функция с интегрируемым по dFY) квадра­
том модуля, однозначно восстанавливаемая по (Д т). Требуется по 
данным /(X) и Д (X) найти 2; для нахождения надо еще знать ве­
личину D% = М I 2 |2.

Пусть /(X) дается формулой (7) и

2 Ч] (Д + 2
Л (X) = е"*------ ------------------------------------------—

[(X - • (х - тл)] ■ [(X - Y1) . . . (X - Yis)]

^cmQW + Qw (*) (12)

где Л\, K2, и Л2 — целые числа; ^->0, /=1, .... Д, и
j =1, ... , Л2,— вещественные числа; >0, j — 1, . . . , 
Іту'у^О, j=l, ..., L2, a ^.(X), qP (X) — многочлены относительно X.

Теорема 3. Если 5(f) — процесс со случайными стационарными 
п-ми приращениями, имеющий спектральную плотность (7), а 2 — 
случайная величина, для которой функция /ДЕ) представляется 
формулой (12), то решение задачи о фильтрации 5(f) имеет вид

К, N+n-M-l “

2=2 2 y^PYYt-p^dp, (13)
7=0 х=о о
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где положено т0 = 0, а постоянные Wh, j и функция w (р) определя­
ются из условия
К оо

У 'у Wh, J (irf e~lc^ + ip* w (p) dp = X"[P (X) + Q '% BW], (14)
’ J > В M С (А) С*1» (X) ’ V 7

7=1 X=0 0 ' '

в котором P(X) означает многочлен (^4- L^-y L2-\)-u степени такой, 
что отношения [Р (X) + Q (X) В (X)] / Cw (X), (Р(Х)—Q(1) (X) В(Х)]/Д(Х)С(Х) 
являются целыми функциями X.

Теорема 3 обобщает ряд результатов (3-5).
4. Пусть требуется найти функционалы 1(/+ s) и S относительно 

ЧИ, обращающие в минимум математические ожида­
ния (1) и, соответственно, (10). Будем считать, что/(X) имеет вид (7), 
а представляется формулой (12), в которой, однако, теперь 
удобнее считать, что 0<ту<Т, /= 1, ..., и т'<0 или Т, 
j — • • • , Л'г*

Теорема 4. В случае спектральной плотности (7) решение 
задачи о, линейном экстраполировании процесса 5(f) с интервала 

і’ на время s вперед дается формулой-.

Nyn~M—i Т

W + 2 [uw(ft)(o + irft,i5(h)(/-^^
В-—.л

где постоянные W^, 0, Wk, i и функция ю(р) определяются из условия

N+n -М—1 Т
2 о + Wk, ів~ігх] (d.)k + ( e~ipXw (p^dp =

h=° о

_ Po (X) + е-1^ 7Г(Х) Л (X)
W)|2 (16)

в котором и Рх(Х)— многочлены (N + п— М—1)-й и, соот­
ветственно, (714 1)-й степени такие, что отношения [Ро(^) +
+ е "A 0-) 0)] / І О') |2, [Ро О') — | В (Х)|2] / X" А (X) являются
целыми функциями X.

Теорема 5. Если спектральная плотность процесса B(f) за­
дается формулой (7) и 3 — случайная величина, для которой функ­
ция имеет вид (12), то решение задача о фильтрации 
заданного на конечном интервале t — f I, представляется 
формулой

К1+1 ^+л— М-1

У-=0 й=о

Т

+ щ (р) ^(t—p) dp,
о

(17)

где т:0 0, ^1+1—7, а постоянные Wk, j и функция wip} определя­
ются из условия

A'j+l N-\-n—ЛІ—1 Т

2 2 / (z7')h б e^^'w (р) dp =
h=0 J

= + е~,Т^ (X) cP) (X) Рг (X) + Q (X) I В (Х)|2]
~ I в (X)Fc(X) (X) ’ (18)
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в котором Рй^ а Рх^ — многочлены (/V + Lx + L2 + М — 1)-й и, 
соответственно, {Ц + М—1)-й степени такие, что отно­
шения [Ро (X) + е^А (X) С(1) (X) Рх (X) + Q (Х)|В (X) |2J / [| В (Х)|2С (X) Cw (X)], 
[^о(Х) — Q(1> (X) | В (X) I'] / [Л (X) С (X)] являются целыми функциями к.

Для случая п = 0 эти предложения были указаны в (6) (см. также 
(4), гл. VIII); для п = 0 и п = 1 они могут быть также выведены из 
результатов (7,8).

Теоремы 4 и 5 сохраняются без изменения и тогда, когда в (7) 
Im & = 0 для некоторых из Рь В частности, если ₽i = ₽2 = • • • = Рл = О, 
то 5(f) будет суммой стационарного случайного процесса и много­
члена не выше n-й степени, экстраполирование и фильтрация таких 
5(f) изучались в работе (°). Теорема 5 может быть также применена 
для нахождения наилучшей несмещенной линейной оценки М5(7), 
где 5(()— стационарный процесс с плотностью (7), по значениям 5(() 
на конечном интервале (ср. частные примеры в (9,10)).

5. Рассмотрим задачу о построении функционала + где 
0<s<T, относительно AV’5(f) с f </, т>0 или же с f >/ + Т, 
т<0, обращающего в минимум (1) (задача о линейном экстраполиро­
вании 5(f)). Пусть /(X) дается (7) и всюду положительна.

Теорема 6. Для процесса со случайными стационарными 
п-ми приращениями, имеющего спектральную плотность (7), реше­
ние задачи о линейном интерполировании имеет вид

Nyn~M—i
Vt + s)= 2 МЧ(Н Л] +

ОО

+ 5 1^0 (f) 5 (( — p) + ъщ (p)s(t + T + p)] dp, 
0

(19)

где постоянные Wk, о и j и функции w0 (p), w^p), определяются 
из условий

ею

2 П«(й-)‘ + (е-"ЧИй/> = ^),
(20)

N+n~M~l со

2 і (/Х)'! + t е>р^х (р) dp = -^4^-, 
л=о b '

в которых Р0(Х) и Рх^-') — многочлены (^ + п—1)-й и, соответ­
ственно, {N—1)-й степени такие, что отношение [Р0(Х)Д(Х) + 
+ Р^ (X) X В (X) — е1^ | В (X) |2] / [х" | А (X) 2|] является целой функцией X:
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