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Пусть группа G представляет собой полупрямое произведение абе­
левых конечных групп Я, и Н2*. Обозначим групповую алгебру G 
над полем К комплексных чисел через R(G,K). В' этой заметке 
строится полная система ортогональных минимальных идемпотентов 
и идемпотентов центра алгебры R(G,K).

Пусть (единица), . . . , . , Ът) — элементы Н^Н^, ь,. . .
-,хЖ..... 4)~ характеры М={ег,. . . ,еп] (тИ'=Ч<>. . . , e'J) — 

минимальных идемпотентов подалгебры R(Hr,K)

Имеют место формулы (х):
1 ” 1 т

й=1 h=l

акві^іСіЫеі- bse'J = -ij(bs)e'j (i, k = 1, . . ., n\ sj = 1,.. ., m). (2)

Каждый элемент bi E Я2 определяет автоморфизм у алгебры R^H^K): 
y = (a) = biabr^ i = (3)

Автоморфизмы у порождают взаимно-однозначные отображения 
группы Н1 и множества М на себя.

По отношению к группе различных преобразований у множества 
и М распадаются на непересекающиеся области транзитивности:

= Яр и • • • U Яр; М = ММ и ■ • • и ММ.

Элементы(идемпотенты еі,е^ М} принадлежат множе­
ству Hi (М ) тогда и только тогда, когда существует автоморфизм 
у такой, что у («О = а} (у (ег) = ej\ н

Множества Яр (г — 1,. . . , t) являются классами сопряженных 
ментов G, содержащимися в Н±.

Пусть Я<г) = {ар,. .., ау}. = {жЛ). _ е(/)} (/ = J z.
= 1,. •., г). Положим

«І
ei=^e(s> at= (z = 1, . . . , Z; j = 1,..., r).

s=l S=1

эле-

(4)

п “3“BaeJ“ гюлупряиым произведением групп И, и Н2, если G = 
1 2> "1 I | п2 _ 1 и /у— нормальный делитель G. 
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п Элементы ej (у—l,-..,r), очевидно, являются идемпотентами в 
R(G,K) и удовлетворяют условию:

ejbh = bhej (у=1.,.>Г) = (5)

Произвольный элемент xZR^R) представляется в виде: х == 
= + • • . + У~пап = + • •. + 7леп тг € К\ i = 1,. .., п). Элементы

R (Н1, К}, выдерживающие действие всех автоморфизмов ф. (i = 1,. . . 
■ ■■ ,т), образуют подалгебру Р = R(Hlt К) Л Z , где Z — центр 
R (О, Д').

Если х 6 Р, а идемпотенты ві и ej принадлежат одному множеству 
■М( \ то существует такой автоморфизм ©ft, что o(ei) = ej. Тогда х = 
= ?й(л) = + • • • + Значит, у. = у и х преставляется в виде:

х — Ti^i + • •. + 7гвг (/г € К\ i = 1,., ., г). (6)

С другой стороны, очевидно, . .. 4- Kv i=\,.. .
Следовательно, элементы elt. .. , ег и аг,..., at образуют два 

различных базиса алгебры Р над К и г = i.
В силу (6), для любого х^Р имеет место формула хе,

В частности,

i, (7)
Множеству (Л4(|)) соответствует подгруппа F, (Р^ группы /У2, 

состоящая из всех элементов //2, которые порождают автоморфизмы 
® , оставляющие на месте элемент а[1У (е ) 1,... ,/) *.

* Вместо а^У и е^У можно взять произвольные элементы из множеств Н^УиМ^'У.

Обозначим порядок группы /у (/у) через т, [т'^. Очевидно, число 
элементов множества Н^1 (7И(,)) равно индексу подгруппы F i(Ft) в Н2, 
т. е. имеют место равенства

Если а € Ні \ то, в силу (4) и (8), справедлива формула

т

у ?ft (fl) = tn, at (г = 1,. .., /).
h=l

(9)

Пусть с^\ .. ., — элементы Ft, ifiy,..., —полная система мини-
i l т.

мальных идемпотентов подалгебры R(F'itK) (z = l,...,Z). Тогда вы­
полняются равенства

= е(М1) = s = 1,. .. , і = 1,... J). (10)

Положим

= Cis ~ с iUs (z=l,...,i; j == Уtn't s = 1,...,/мг).

Ввиду (5) и (10) элементы etj и e"ls являются идемпотентами.
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Лемма 1. Если е = — а. + а,н2 + ■ • • + апап—идемпотент, / —ле- П 1
вый идеал, порожденный е в R(G,K), то степень I над К равна s.

Доказательство леммы проводится путем перехода к регулярному 
представлению.

Лемма 2. Для любого элемента ah € Нх имеет место соотно­
шение

ецакец = gtj (Л^ € К; f = 1,... Д; j = 1,... m).

Доказательство. Пусть ah € Н[р\ Ввиду (1) и (3)

\ ГП \ т

e'jah = ~т 2 = 2 ^ЫхИ^гж
5=1 5=1

Учитывая (2) и (9), получим

т \ т
e'jdke'j = ± 2 ?J (aft) bs--% (bf) bq =

5=1 9=1
1 m 4 m rnv_

—^^(b-^b^ — ape'j. (11)
^1 7=1

В силу (5), (11) и (7)

— ete jakeie J. — & j&l ——

----- , mp - r mp= — apeie. = — Чр^е. = — ь ец.tn p 1 J m 'p 1 J tn 'pi 4

Теорема 1. Идемпотенты вц образуют полную систему 
^ішмальных ортогональных идемпотентов групповой алгебры

Доказательство. Легко проверяются соотношения:

Sv, ~ ~ ~ г 0, если і, г2 или Л =# j •
j=i7=i внесли іг — t2, Ji. —j2.

Пусть hj — левый идеал, порожденный идемпотентом ец. Рассмот­
рим алгебру Rij операторных эндоморфизмов идеала hj (в качестве 
операторов рассматриваются элементы R(G,K)Y

Произвольный эндоморфизм 6 € Rij представляется в виде:

0(х) = хс (x,c^Iij), (12)

и при любом c^hj формула (12) определяет операторный эндомор­
физм идеала hj.

Положим 6, (х) = xasetj (x^Iij', s = \ ,. ,п). Ранг Rij над Д' равен 
максимальному числу линейно независимых эндоморфизмов среди 
эндоморфизмов 0v ... , 6П. Так как х = xetj, то, ввиду леммы 2, 6^ (%)= 
~ xetjaseij = Д^х. Значит все эндоморфизмы (s=l,...,n) можно 
отождествить с комплексными числами Л^и ранг Rij над К равен 1.

Отсюда заключаем, что идеал hj неразложим в прямую сумму 
идеалов (Д.

Теорема 2. Идемпотенты E'is (г = 1,...Д; 5 = 1,... , т'^ обра­
зуют полную систему минимальных идемпотентов центра R(G, К}.
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ті
Доказате льство. Пусть й^— аь^Ні- Ввиду (4), (10) и (2)

р=і

Pi Я»; mi Pi

O = 2^- 2 2 2 =
q=l p=l P—1 9=1

mi 9i Pi mi

= 22 _ 3 ,«w» 2 =
p=l q=l 9—1 P-1

9i m'i

= а^ 4° 2 = (^ = 1, . • • , «)•
9=1 P=1

Следовательно, e".s являедся идемпотентом центра R(G,R).
Пусть Iis — левый идеал, порожденный идемпотентом e"is. В силу (8) 

р2 г,
е". = — а, + . • . Значит, на основании леммы 1, Г, над К равна . is пт 1 1 14
Из равенств

-i г т

= 2 = 2 ~eih
h=l h=l

вытекает, что разлагается в сумму некоторых из идемпотентов е^
Так как минимальный идемпотент Си (у =1,... ,т), ввиду леммы 

1, порождает идеал степени Т над К, то идемпотент e"is неразложим 
в сумму идемпотентов центра.

Теорема 3. Минимальные идемпотенты etj^e^ej, и e^j, = 
= et2ej2 определяют эквивалентные представления G тогда и толь­
ко тогда, когда F = z2 и на подгруппе F^ значения характеров М 
и F. совпадают.

Теорема 4. Если Н2 — циклическая группа, то степени абсо­
лютно неприводимых представлений G совпадают с порядками 
классов Н^— числами ах,... ,at, причем существует точно m/at непри­
водимых неэквивалентных представлений степени а, (i — 1,..., /).

Теорема 4 неверна для произвольной абелевой группы Я2, что по­
казывает, например, рассмотрение групповой алгебры группы с опре­
деляющими соотношениями: ар‘=1; Ьр=1; b^ab = а; с^ас = оУ+р- 
c^bc = b-, d^ad = aF, d^bd = b~, d^cd = c; cP = 1; dp = 1.
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