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МАТЕМАТИКА

Ю. И. СОРКИН

О ВЛОЖЕНИИ СТРУКТУРОИДОВ И СТРУКТУР 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 18 II 1954)

Ивенс (*)  решил проблему тождества для любого класса 91-алгебр 
такого, что всякая неполная 91-алгебра этого класса вложима в 91-алгебру 
этого же класса *.  Далее Ивенс, опираясь на теорему Макнила (2), 
доказанную также у Биркгофа (3), о вложении частично упорядоченных 
множеств в структуры, утверждает, что тем самым решена проблема 
тождества для структур. Однако для такого заключения необходимо,, 
чтобы понятия частично упорядоченного множества и неполной струк­
туры совпадали, что и утверждается вскользь Ивенсом. В действи­
тельности, однако, эти два понятия, хотя и тесно связаны друг 
с другом, не являются тождественными, и для применимости теоремы 
Ивенса к структурам необходима теорема о вложении неполных струк­
тур в структуры. В дальнейшем, для краткости, мы будем называть 
неполные структуры в смысле Ивенса структуроидами.

* Определения 91-алгебр и неполных 91-алгебр см. f).

В предлагаемой заметке уточняется объем понятия структуроида, 
выяснена связь структуроидов с частично упорядоченными множе­
ствами и указывается вложение счетных структуроидов в стрўктуройды 
с тремя образующими, из чего, в частности, вытекает возможность 
вложения счетных структур в структуры с тремя образующими.

Если в качестве аксиом структуроида рассмотреть следующую 
систему 2:

/о) а и а = а-,
AJ) a U (b U с) = {a U b) U с;
К^) a U b = b U а,
Ct) а U (а П Ь) = а,
Ct) (а П b) U а = а, 
CD a U (Ь П а) — а, 

(b И «) U ® = а,

/п) « П а = а;
Ап) а Г) (Ь П с) = (а П Ь) П с 
КК) а П b = b П а, 
Со) а П (а U Ь) — а, 
Сп) (а U b) U а = а, 
Со) а П (b U а) = а, 
Со) (b U а) И а = а,

то, в то время как для структур существует обилие полных мини­
мальных подсистем, описанных ІО. И. Соркиным (4), для структуроидов 
имеет место следующая теорема:

Теорема 1. Системы

А К С1 \
М = 1,2, 3,4,

являются полными и минимальными для структуроидов. Этими 
подсистемами исчерпываются все полные минимальные подсистемы 
системы 2 для структуроидов.
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Здесь, как и в работе (4), * означает произвольную операцию U 
или П •

Теорема 2. Если в структуроиде R положить а^Ь о том 
и только том случае, когда a U b определено и равно а, то R 
становится частично упорядоченным множеством относительно 
соотношения

Если мы теперь рассмотрим обратную задачу, т. е. попытаемся 
определить в частично упорядоченном множестве Р две бинарные 
частичные операции U и П так, чтобы они удовлетворяли аксиомам S 
и соотношения а b в Р выполнялись, если и только если a U b = а 
в структуроиде, то оказывается, что такое определение структуроида 
на данном частично упорядоченном множестве, вообще говоря, может 
быть выполнено многими различными способами, каждый из которых 
мы назовем структуроидозацией частично упорядоченного мно­
жества Р. Имеет место

Теорема 3. Множество Yструктуроидозаций частично упоря­
доченного множества Р составляет полную структуру.

Нулем структуры Y является структу­
роидозация, при которой операции опреде­
лены лишь для пар сравнимых между собой 
элементов и равны, соответственно, наи­
меньшей верхней и наибольшей нижней 

Рис. 1

граням пар элементов. Единицей структуры 
Y является структуроидозация, при кото­
рой операция объединения U определена 
для всех пар элементов, имеющих наи­
меньшую верхнюю грань, а операция 

пересечения определена для всех пар, имеющих наибольшую ниж­
нюю грань в Р, и равны им соответственно.

Пусть для структуроида R существует структура L (R), содержащая 
подмножество R' такое, что между элементами множеств R и R' 
существует взаимно-однозначное соответствие ®, сохраняющее опера­
ции, т. е. * г2 = в том и только том случае, когда гх * г2 = ^з- 
Это соответствие ® называется вложением структуроида R в струк­
туру /-(/?)•

Теорема 4. Всякий, структуроид R вложим в полную струк­
туру L{R).

Например, в качестве такой объемлющей структуры L(R) может 
быть взята полная структура идеалов структуроида R относительно 
теоретико-множественного включения. Под идеалом структуроида R 
мы понимаем здесь множество элементов М cz R такое, что вместе 
с каждой парой элементов тг, т2^М в М лежит элемент mr U 
если он в R определен, а также все элементы х-^ т М. Заметим, 
что различные структуроидозации фиксированного частично упорядо­
ченного множества индуцируют, вообще говоря, неизоморфные мини­
мальные объемлющие структуры. Например, частично упорядоченное 
множество, изображенное на рис. 1а, допускает две различные струк­
туроидозации, при каждой из которых существует лишь по одной 
объемлющей структуре, причем эти структуры неизоморфны (см. 
рис. 16, 1л). В силу теоремы Ивенса (х) и теоремы 4 проблема тож­
дества в структурах разрешима.

Подмножество М структуроида R называется системой образующих, 
если всякий элемент г б R либо € М, либо может быть получен как 
результат конечного числа операций, определенных в R над элементами 
из М.

Теорема 5. Всякий счетный структуроид R вложим в струк­
туроид S с тремя образующими.
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Такое вложение осуществляется следующим образом. Пусть струк- 
туроид А? состоит из элементов rn г2,... и частичные операции в R 
заданы формулами:

ггигу = гмг>у); (1)

Рассмотрим множество S, состоящее из элементов:

а, Ь, с, а., а_г, р_., у., 6^, е., е_р х., х_., R,

где i, j пробегают натуральный ряд, если R счетно, или [значения 
1, 2,... , п, если R состоит из п, элементов, и определим на множестве S 
частичные операции равенствами (1), равенствами

^ = 7)^. (2)

где т] принимает значения а, 8, у, 8, е, х, a і — целочисленные значения, 
одновременно положительные или отрицательные, и табл. 1,^предпо­
лагая при этом, что обе операции коммутативны.
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элементов. Символ означает, что при i j результат равен В, а при 
i>J результат не определен; символ р. Ъ означает, что при i—j 
результат равен 5, а при i=f= j результат не определен; [г, у] = max {i, j} 
и (Л У) = min {г, у). Пустые места в таблице означают, что соответ­
ствующие операции не определены в S.

Легко проверить, что этим S превращается в структуроид, причем 
элементы а, Ь, с составляют в нем систему образующих.

Из теоремы 5 вытекает ряд следствий.
Следствие 1. Всякая, счетная структура изоморфна подструк­

туре структуры, с тремя образующими.
Для этого надо структуру R вложить по теореме 5 в структу­

роид S, а затем структуроид S по теореме 4 вложить в структуру 
Z. (S).

Следствие 2. Всякая конечная структура R изоморфна под­
структуре конечной структуры с тремя образующими.

Действительно, если структура R состоит из п элементов, то 
структуроид S состоит из 14« + 3 элементов, а структура его идеалов 
не более чем из 214п+з элементов.

Следствие 3. Из теоремы, 5 вытекает теорема Уитмена (®): 
свободная структура со счетным множеством свободных обра­
зующих изоморфна подструктуре свободной структуры с тремя 
образующими.

Относительно теоремы 5 отметим, что аналогичные ей теоремы 
о вложении счетных алгебраических образований в соответствующие 
алгебраические образования с конечным числом образующих в настоя­
щее время известны для групп (6), неассоциативных алгебр (7), ас­
социативных колец и алгебр (8), проективных плоскостей и систем 
с одной операцией (9). Все эти теоремы вложения возникли из поставлен­
ной А. Г. Курошем (10) соответствующей проблемы для групп. Для 
структур автору эта задача также была предложена А. Г. Курошем.
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педагогический институт 
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