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В работе устанавливаются теорема о соответствии границ и ряд 
вариационных теорем для эллиптической системы уравнений *

* Начало исследований предельных свойств решений краевых задач при измене­
нии области положено в работах М. В. Келдыша и М. А. Лаврентьева С).

** Сохранение области для системы уравнений (1) установлено в наших рабо­
тах (2,3).

аих + btiy — v? = О, dux + сиу A-vx = 0, (1)

Теорема (о соответствии границ). Пусть в области G в плоско­
сти z = х + iy и, v являются непрерывно дифференцируемыми 
решениями системы уравнении (1), где a, b, с, d— заданные в обла­
сти G функции от х и у, имеющие производные, удовлетворяющие 
условию И и такие, что т <а, с, 8 < М; | b |, | d | < М; т, М — по­
ложительные постоянные; G* —область в плоскости w = f(z) = 
= и + iv, соответствующая G **.

Тогда, если все граничные точки L и Е областей G и, соответ­
ственно, G*  достижимы, то функция w=f(z) и ей обратная функ­
ция z = У"1 (ж) равномерно непрерывны в замкнутых областях G + L 
и, соответственно, G*  + L*  и дают взаимно-однозначное и непрерыв­
ное соответствие между точками этих замкнутых областей.

В самом деле, полагая

с = Е + іід =—^0) + і[(х—%0)—

w = u + iv = ^=U + i(^~AU+ vy U + iV = v, 

где индекс нулик указывает значения величин в фиксированной точке 
z0 с G, получаем неравенства.

-А- («о) -^-2 А3, a (Zq) Х2 Х3,
*

где Л(г0), Цг0) — максимальное и минимальное растяжения функции 
w = f (z) в точке z0’, А (/=1,2, 3) — то же самое, но в применении, 
соответственно, к функциям C = C(z), ® = ю(С) и w = w(m). Но Л2 = k2 
(3), а К1 = А1/І1 и К3 = А3/\3в соответствии с общими формулами (4), 

927



а следовательно, и /< (z) = Л (z)/X (z) равномерно ограничены в области 
G. Полагая теперь 0<.^i <j/(zlr)—/(z3r)i, где zv и z2r— точки обла­
сти G, лежащие на пересечении окружности \z — Р\ = г с жордано­
выми полуинтервалами Гх и Г2, определяющими одну и ту же дости­
жимую точку Р на L, приходим к неравенству

e2r R

01г Е
г dr,

где R, е — положительные постоянные (е < R\, Glr и G2r — аргументы 
точек (zlr — Р) и (z2r — Р)', d I ds — производная по направлению окруж­
ности \z— Р\ = г. Отсюда получаем неравенство

R
р2 In 4 < 2^ 5 М $ Л (z) X (z)r dr < ^KS, 

6jr e

где К и S — конечные постоянные; S — верхняя грань площади обла­
стей, содержащихся в G. Из последнего неравенства следует спра­
ведливость теоремы.

Следствие. Пусть функция tv = f(z) = и + iv отображает круг 
I z К 1 на заданную область G*  в плоскости w = и + iv *.  Тогда для

* Существование такого отображения установлено М. А. Лаврентьевым (5).

Рис. 1

того, чтобы эта функция давала взаимно-однозначное 
и непрерывное соответствие между точками замк­
нутых областей | z | 1 и G*  + L*,  необходимо и до­
статочно, чтобы граница L*  области G*  была жорда­
новой кривой.

Пусть G — область в плоскости z = x-\-iy, огра­
ниченная двумя потенциальными линиями АВ, DC: 
и 1лв ~ 0» u,\dc~ ~ const > 0, и двумя линиями тока 
AD, ВС: v |до = с = const, v |вс = с + Q = const > с; 
w = /(z) = и + iv — комплексный потенциал, соответ­
ствующий области G, т. е. решение системы уравне­

ний (1) при указанных краевых условиях; Vu = их + iuy, L — AB + 
+ DC + AD + ВС, L' = АВ + DC (см. рис. I).

Пусть GyC-G — область, получающаяся из G путем вариации ее гра­
ничных потенциальных линий и линий тока; = f± (z) = иг + ivx — 
комплексный потенциал, соответствующий области С1г и вообще все 
величины, взятые с индексом единица снизу, относятся к области Ор 
При замене области G областью G1 значение потенциальной функции 
и на линии наименьшего потенциала АВ и на потенциальной линии, 
ей соответствующей, условимся все время считать равным нулю, а 
под соответствующими линиями тока будем понимать линии v(x, ў) — 
= (х> У) = const.

При замене области G областью Gx за счет изменения краевых 
условий путем смещения одной из точек А, В, С, D вдоль границы 
G или при вдавливании одной из граничных потенциальных линий и 
линий тока, но при неизменных точках их раздела и при неизменном 
значении Н имеют место следующие теоремы:

Теорема 1. При уменьшении потенциальной линии: a) QX<Q; 
б) на неизменной части уменьшаемой потенциальной
линии и вблизи ее конца на неизменной линии тока и | Vax |<^ |V« | 
на неизменной части увеличиваемой линии тока, на неизменной 
потенциальной линии и вблизи ее конца на неизменной линии тока-,
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в) в Gx + Lx — LXL будет их > и, если уменьшается потенциальная 
линия наименьшего потенциала, и их<^и, если уменьшается потен­
циальная линия наибольшего потенциала', г) линии тока в Gx + Lx 
отодвигаются от увеличенной линии тока, если последнюю считать 
соответствующей самой себе.

Теорема 2. При вдавливании потенциальной линии: a) Qi>Q; 
б) | | на неизменной потенциальной линии и вблизи ее
концов на линиях тока и |V«iK|Vzz| на неизменной части вдавли­
ваемой потенциальной линии и вблизи ее концов на линиях тока', 
в) в Gx + Lx— LXL будет их>и, если вдавливается потенциальная 
линия наибольшего потенциала, и их < и, если вдавливается потен­
циальная линия наименьшего потенциала.

Теорема 3. При вдавливании линии тока: a) Qj<Q; б)
< | Vzz I на неизменной части вдавливаемой линии тока и на одной 
из потенциальных линий и, кроме того, на другой потенциальной 
линии или | V/Jj К | V& |, или | Vuj К | Va | вблизи ее конца, примыкаю­
щего к вдавливаемой линии тока, и |V«i|>|Vzx| вблизи другого ее 
конца, причем на неизменной линии тока в первом случае будет 
|V«iK|Vw| вблизи концов и | Vux | < | Vu I вне концов, а во втором 
случае | Vux | | Vw| вблизи конца ее, примыкающего к потенциаль­
ной линии, на которой | Уих | < | Vu и | Vux | > | Vu | вблизи другого 
ее конца', в) на неизменной части вдавливаемой линии тока их>и 
со стороны линии наибольшего потенциала и их < и со стороны 
линии наименьшего потенциала', г) линии тока в Gx-\- Lx отодви­
гаются от вдавленной линии тока, если последнюю считать соот­
ветствующей самой себе.

При тех же условиях, но при неизменном значении Q имеют место, 
соответственно, следующие теоремы:

Теорема 1а. При уменьшении потенциальной линии: а) HXZ>H', 
б) IVmJ^IVuI на неизменной части уменьшаемой потенциальной ли­
нии, на неизменной линии тока и вблизи ее конца на неизменной потен­
циальной линии и | VmjI <2| Vw | на неизменной части увеличиваемой 
линии тока и вблизи ее конца на неизменной потенциальной линии', 
в) их > и в Gx 4- Lx вне неизменной части уменьшаемой потенциаль­
ной линии, если уменьшается потенциальная линия наименьшего 
потенциала-, если же уменьшается потенциальная линия наиболь­
шего потенциала, то их^>и на неизменной ее части и на неизмен­
ной линии тока и их<и на неизменной части увеличиваемой линии 
тока', г) линии тока Gx + L' отодвигаются от увеличенной линии 
тока, если последнюю считать соответствующей самой себе.

Теорема 2а. При вдавливании потенциальной линии: а) НХ<^Н; 
б) I | < | V« | на неизменной части вдавливаемой потенциальной 
линии и на одной из линий тока и, кроме того, на другой линии 
тока или или | Vux | < | Vu | вблизи ее конца, примы­
кающего к вдавливаемой потенциальной линии, и | Vux | > | | вблизи
другого ее конца, причем на неизменной потенциальной линии в пер­
вом случае будет IV^KIVmI вблизи концов и | |>| Vw | вне ее
концов, а во втором случае |Vh1|<<|Vzz| вблизи конца ее, примы­
кающего к линии тока, на которой , Vux |<| Vh|, и |Уих | >| j 
вблизи другого ее конца", в) их < и в Gx + Lx вне неизменной части 
вдавливаемой потенциальной линии, если вдавливается линия наи­
меньшего потенциала', если же вдавливается линия наибольшего 
потенциала, то их<и на неизменной ее части, на одной из линий 
тока и на другой линии тока вблизи ее конца, примыкающего 
к вдавливаемой потенциальной линии, и их>и вне концов на вда­
вленной части потенциальной линии.

Теорема За. При вдавливании линии тока: а) Нх > //уД) ] Vux |> 
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> I V« l на неизменной линии тока и вблизи ее концов на потен­
циальных линиях и IVwjKIVuI на неизменной части вдавливаемой 
линии тока и вблизи ее концов на потенциальных линиях', в) их>и 
на неизменной линии тока, а на неизменной части вдавливаемой 
линии тока иЛ>и со стороны потенциальной линии наибольшего 
потенциала и и1<^и со стороны линии наименьшего потенциала', 
г) линии тока в + L' отодвигаются от вдавленной линии тока, 
если последнюю считать соответствующей самой себе.

Справедливость пп. а), в), г) теорем 1, 2, 3, 1а, 2а, За для произ­
вольных односвязных областей, ограниченных жордановыми кривыми, 
и п. б) в предположении, что граничные предельные значения Vm и 
Vhx существуют, следует из теоремы о сохранении области для эллип­
тических систем дифференциальных уравнений, установленной нами 
ранее (2,3).
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