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НЕКОТОРЫЕ КРИТЕРИИ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ТРАЕКТОРИЙ 
И ПОЛУТРАЕКТОРИЙ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ
(Представлено академиком П. С. Александровым 25III1954)

В настоящей заметке пользуемся терминологией статьи Р) *.  R— мет­
рическое пространство, в котором задана динамическая система 
f(P, t).

* Настоящая заметка и заметка Р) содержат изложение результатов, полученных 
под руководством Н. А. Шанина.

1. Особую точку О называем положительно (отрицательно) 
асимптотически устойчивой, если для произвольного е>0 
существует о>0, удовлетворяющее условиям: 1) для любых p£Q (О, о) 
и а>0 найдется такое /^>0 (соответственно <Р<ТУ), что/(р, tp)£Q(Q, о); 
2)/(Q (О, о); 0, + оо) с Q (О, е) (соответственно f(Q(O, о); — оо,0)с 
G Q(O, е)).

Область притяжения положительно (отрицательно) асимпто­
тически устойчивой точки О есть совокупность всех точек 
pER — {О}, удовлетворяющих условию: для любого г>0 найдется 
такое (соответственно tp<M), что f(p\ tp, + °°) с Q (О, е)
(соответственно /(р; — оо, tp) с Q (О, г)).

Множество линейно связно, если для любых его точек р 
и q существует непрерывное отображение сегмента [0, 1] и множе­
ство такое, что числам 0 и 1 соответствуют точки р и q.

Теорема 1. Пусть О — положительно (отрицательно) асимп­
тотически. устойчивая особая точка. Если область притяжения 
точки О линейно связна, то любые две положительные (отрица­
тельные) полутраектории, содержащиеся в этой области, кинема­
тически эквивалентны и, следовательно, геометрически эквива­
лентны.

2. Определению асимптотической устойчивости особой точки мож­
но придать другой вид.

Будем говорить, что особая точка О удовлетворяет условию 
1+ (условию 1“), если существует такое что для любой точки
p6Q(O,d)— {О}: 1) О есть единственная ««-предельная (а-предельная) 
точка траектории f (р-, —оо, + оо); 2) найдется такое ^<0 (соответ­
ственно tp > 0), что f(p, tp) Q(O, d).

Будем говорить, что особая точка О удовлетворяет условию 
П+ (условию П~), если существует такое d>0, что для любой точки 
pIzQ(O,d) — {О}: 1) О есть единственная ««-предельная (а-предельная) 
точка траектории f (р-,—ос, Ч-ос); 2) найдется такое tp<0 (соответ­
ственно tp~y>0), что f (р;—оо, tp) П Q(О, d) = 0 (соответственно 
f(p; tp, + оо) П Q(O, d) =0).

Лемма. Пусть пространство R локально компактно и О—осо­
бая точка динамической системы f(p, t).
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Тогда следующие утверждения равносильны;
А. О положительно (отрицательно) асимптотически устойчива.
В. О удовлетворяет условию 1+ (условию Г).
С. О удовлетворяет условию ІГ (условию II").
Отсюда следует
Теорема 2. Пусть пространство R локально компактно и 

О —особая точка, удовлетворяющая условию 1+ или условию П+ 
(условию I” или условию ІГ). Если область притяжения точки О 
линейно связна, то любые две положительные (отрицательные) 
полутраектории, содержащиеся в этой области, кинематически 
эквивалентны а, следовательно, геометрически эквивалентны.

Теорема 3. Пусть О — особая точка динамической системы, 
заданной в евклидовом пространстве Еп при и пусть О
удовлетворяет условию 1+ или условию П+ (условию I" или условию 
II"). Тогда любые две положительные (отрицательные) полутраек­
тории, имеющие О своей предельной точкой, кинематически экви­
валентны и, следовательно, геометрически эквивалентны.

3. Пусть пространство R есть плоскость. Пусть О — особая точка; 
/0 и R — две траектории, имеющие точку О своей единственной 
«-предельной (a-предельной) точкой.

Будем говорить, что простая дуга Н положительно (отрица­
тельно) сопрягает траектории /0 и /1; имеющие точку О своей 
единственной «-предельной (a-предельной) точкой, если: а) концы 
Ро, Pi дуги Н принадлежат: р0 — траектории /0, рх — траектории Ip, 
b) И не имеет других общих с /0 и R точек и не содержит точки 
О; с) для любой точки p£G U Н, где G означает область, ограничен­
ную простой замкнутой линией f (ру О, + оо) U f(pp, 0, + оо) U И U {О} 
(соответственно f(py — оо, 0) Uф(рг, — оо, 0) ЦП U {О}), выполняются 
условия: 1) траектория f(p~, — оо, + оо) имеет точку О своей един­
ственной «-предельной (a-предельной) точкой; 2) найдется tp<S> (//>>0), 
для которого f(p, t) $ G.

Теорема 4. Пусть в плоской динамической системе для 
траекторий 10 и R с общей единственной ^-предельной (а-предельнои) 
точкой существует положительно (отрицательно) сопрягающая 
их простая дуга. Тогда любые положительные (отрицательные) 
полу траектории траекторий /0 и R кинематически эквивалентны 
и, следовательно, геометрически эквивалентны.

4. Пусть на плоскости R динамическая система f(p, t) опреде­
ляется системой дифференциальных уравнений

где X и Y непрерывны и удовлетворяют условиям, обеспечивающим 
единственность решения при любых начальных данных.

Множество L назовем элементарным инвариантным мно­
жеством, если оно удовлетворяет следующим условиям: 1) L со­
стоит из конечного числа т^^О особых точек Olt О2, ..., От, и 
конечного числа обыкновенных траекторий Lx, L2,..., Lmp
2) если т1 = 0, то т2 = 1 и L есть цикл; 3) если т±=/=^, то траекто­
рия Lk (k—\,..., т2) имеет единственной «-предельной точкой од­
ну из точек Оі (4=1,..., mJ и единственной a-предельной точкой 
одну из точек Oj (j = 1,..., mJ.

Пусть элементарное инвариантное множество L является «-пре­
дельным (a-предельным) множеством для траектории I и I П L = 0. 
Тогда траектория I содержится в связной области @(Z), границей 
которой является L.

Теорема 5. Пусть в плоской динамической системе, определяе­
мой системой дифференциальных уравнений, элементарное инва- 
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риантное множество L является ^-предельным (а-предельным) 
множеством для двух различных траекторий Zo и R. Пусть суще­
ствует отрезок без контакта рор1 такой, что р0 € Zo, p^R и 
рорг не имеет других общих с 10 и R точек. Пусть G — область, 
ограниченная множеством рйрг (J f (ру, 0, + оо) □ f (рр, 0, + ос) и L 
(соответственно множеством р^ U /(рр, — ос, 0) U f (РР, — оо, 0) U L), 
и выполняется какое-нибудь из следующих (равносильных) условий: 
1) любая траектория, проходящая через какую-нибудь точку мно­
жества G и РоРи имеет L своим ^-предельным (а-предельным) мно­
жеством; 2) область G не содержит особых точек.

Тогда любые положительные (отрицательные) полутраектории 
траекторий /0 и R геометрически эквивалентны.

Отсюда следует
Теорема 6. Пусть в плоской динамической системе, определяе­

мой системой дифференциальных уравнений, элементарное инва­
риантное множество L является ^-предельным (а-предельным) 
множеством для не содержащейся в L траектории I. Пусть сущест­
вует такое е>0, что выполняется какое-нибудь из следующих 
условий-. 1) любая траектория, проходящая через какую-нибудь 
точку множества Q (L, е) П @ (I), имеет L своим ^-предельным (a-пре­
дельным) множеством; 2) множество Q (L, s) Q @ (I) не содержит 
особых точек.

Тогда любые положительные (отрицательные) полутраекторли, 
начинающиеся в @ (I) и имеющие L своим предельным множеством, 
геометрически эквивалентны.

5. Пусть R есть плоскость и О1( О, — две особые точки динами­
ческой системы. Будем говорить, что две траектории Zo, К удо­
влетворяют условию (А), если 10 и R имеют точку CR своей 
единственной a-предельной точкой, точку О2 своей единственной 
«-предельной точкой и в области, ограниченной множеством Zo U Zx U 
Ц (Oj, О2) нет особых точек и нет траекторий, имеющих одну и ту 
же точку (Ох или О2) своей w-предельной и одновременно «-предель­
ной точкой.

Теорема 7. В плоской динамической системе любые две траек­
тории, удовлетворяющие условию (А), кинематически эквивалентны 
и, следовательно, геометрически эквивалентны.

6. Пусть на плоскости R динамическая система задана посредством 
системы дифференциальных уравнений. Пусть L — элементарное 
инвариантное множество и О — не принадлежащая L особая точка. 
Будем говорить, что две траектории Zo, R удовлетворяют усло­
вию (В), если Zo и R имеют множество L своим a-предельным («-пре­
дельным) множеством, точку О своей единственной «-предельной 
(a-предельной) точкой и в области, ограниченной множеством ZoUZx(J 
U AU {О}, нет особых точек и нет траекторий, имеющих точку О 
своей a-предельной («-предельной) точкой.

Теорема 8. В плоской динамической системе, определяемой 
системой дифференциальных уравнений, любые две траектории, 
удовлетворяющие условию (В), геометрически эквивалентны.

Пусть и L2— два элементарных инвариантных множества. 
Будем говорить, что две траектории l0, R удовлетворяют усло­
вию (С), если Zo и имеют множество Lx своим a-предельным мно­
жеством, множество L2 своим «-предельным множеством и в области, 
ограниченной множеством Z0UZ1UA1UA2, нет особых точек.

Теорема 9. В плоской динамической системе, определяемой 
системой дифференциальных уравнений, любые две траектории, 
удовлетворяющие условию (С), геометрически эквивалентны.

7. На основании полученных результатов для грубой динами­
ческой системы на плоскости (2) выясняется связь между гео­
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метрическими ячейками и ячейками в смысле Андронова и Понтря­
гина.

Теорема 10. В грубой динамической системе на плоскости: 
а) любая ячейка в смысле Андронова и Понтрягина есть геометри­
ческая ячейка и любая особая траектория есть геометрическая 
ячейка; б) всякая геометрическая ячейка есть либо ячейка в смыс­
ле Андронова и Понтрягина, либо особая траектория.

Математический институт Поступило
им. В. А. Стеклова 19 III1954
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